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RESUMO

O método de homogeneizacdo assintética consiste na transformacdo do
problema com coeficientes rapidamente oscilantes de um meio heterogéneo
(chamado problema original), em outro sobre um meio homogéneo,
assintoticamente equivalente ao heterogéneo (chamado problema
homogeneizado), mediante uma sequéncia recorrente de problemas que se
inicia com o problema homogeneizado e cujas solugfes séo os coeficientes
de uma série assintética que aproxima a solucdo do problema original. Este
método tem se mostrado uma importante ferramenta na modelagem e
simulacdo de fenémenos fisicos em meios heterogéneos. O presente
trabalho descreve o processo formal da homogeneizacdo na equacao do
calor, em meios continuamente heterogéneos e periédicos. Além disso,
estabelece-se uma relagdo de proximidade entre a solugdo do problema
original e a do problema homogeneizado, a qual é ilustrada mediante um
exemplo implementado computacionalmente.
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ASYMPTOTIC HOMOGENIZATION OF THE HEAT EQUATION FOR
CONTINUOUSLY HETEROGENEOUS PERIODIC ONE-DIMENSIONAL MEDIA

ABSTRACT
The asymptotic homogenization method consists of transforming the
problem with rapidly oscillating coefficients of a heterogeneous medium (the
original problem), into another one of a homogeneous medium,
asymptotically equivalent to the heterogeneous one (the homogenized
problem) by means of a recurrent sequence of problems starting with the
homogenized problem and whose solutions are the coefficients of an
asymptotic series which approximates the solution of the original problem.
This method has been shown to be an important tool for modelization and
simulation of physical phenomena in heterogeneous media. This paper
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describes the formal homogenization process of the heat equation on
periodic and continuously heterogeneous media. Also, a proximity relation
between the solution of the original problem and that of the homogenized
problem is proven, a fact which is illustrated by means of a computationally
implemented example.

KEYWORDS: HEAT EQUATION. PERIODICITY. HETEROGENEITY.
ASYMPTOTIC HOMOGENIZATION METHOD.

1. INTRODUCAO

Problemas envolvendo estruturas heterogéneas nem sempre sao faceis de
modelar devido & néo linearidade e periodicidade que o meio pode apresentar. Além
disso, o meio macroscopicamente homogéneo sofre grande influéncia da
heterogeneidade microscopica, dificultando ainda mais a resolucéo de problemas neste
tipo de meio. No entanto, neste casos, o0 Método de Homogeneizacao Assintética (MHA)
pode facilitar na formulacdo dos modelos que descrevem o comportamento fisico e
geométrico do meio, permitindo a andlise da estrutura como um todo.

O MHA consiste na transformacéo do problema de um meio heterogéneo, com
coeficientes rapidamente oscilantes (chamado problema original), em outro sobre um
meio homogéneo, equivalente ao heterogéneo (chamado problema homogeneizado)
gque geralmente ndo depende da variavel rapida [1]. Esta técnica de modelagem tem-se
mostrado uma importante ferramenta na simulagdo de fenbmenos fisicos em meios
heterogéneos como, por exemplo, para descrever a degradacdo de materiais porosos
[4], no estudo de ondas sismicas [2], para determinar propriedades eletromecanicas
efetivas de estruturas Gsseas [5], e na andlise de propriedades termo-elasticas de
materiais compasitos [3].

Tendo em vista a importancia da conducdo de calor em diversas areas, 0
presente trabalho descreve o processo formal da homogeneizacdo da equagéo do calor,
em meios continuamente heterogéneos e periédicos, e ainda, estabelece uma relagéo
de proximidade entre a solugcdo do problema original e a solugcdo do problema
homogeneizado. A equacdo do calor que modela a condugédo de calor em um meio
caracterizado pelo parametro geométrico ¢, sendo 0< £= 1, que indica a existéncia

de duas escalas no meio, dada por:

[fu.- f=0, xe(01), t=>0 1)
sendo o operador linear definido por
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onde C é a capacidade térmica, X € a posi¢do, t € o tempo, u, € a temperatura, k €

a condutividade térmica e f é a fonte de calor. Tém-se associadas a Equacéo (1) as

seguintes condicdes:

u,(0)=0, u(Lt)=0, t>0, )

uAx0)=wix), w0)=wl)=0, »=(01), 3)

sendo que as funcgbes C, k, f e @ sao funcdes diferenciaveis; ¢ e k funcbes ¢-

periodicas, positivas e limitadas.

2. MATERIAIS E METODOS

Ao aplicar o MHA no problema (1)-(3) admite-se a solugdo como uma expansao
em série assintética em poténcias de ¢ denominada solugéo assintotica formal (s.a.f.),
da qual se obtém uma sequéncia recorrente de problemas para os coeficientes das
poténcias de ¢ . A partir do desenvolvimento destes problemas determina-se a equacao
do problema homogeneizado e a equacéo do problema local. Quando ¢ tende a zero,
a solucdo do problema original converge para a solucédo do problema homogeneizado
[1].

Para construir a s.a.f. emprega-se o Lema descrito a seguir, um relevante
resultado para o desenvolvimento do MHA.

Lema [1]: Sejam F(y) e k(y) fun¢Bes diferenciaveis e 1-periddicas com Kk(y)

positiva e limitada. Uma condicdo necessaria e suficiente para a existéncia de uma
solugdo 1-periddica N da equacao LN = F(y) é que:
1
(Fy)= [ Fly)dy =0 @)
onde, ’
d

[ =—
dy

g
k(}f)d—y.[.

Para provar que a relacéo de proximidade entre u,.(x,t), solu¢céo do problema

(1)-(3), e up(x,t), solugéo do problema homogeneizado, é de ordem Je , sera utilizada
uma versdo do Principio do Maximo Generalizado [1].
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De modo a ilustrar os resultados analiticos, ser4 implementado um caso
numérico da equacdo do calor para obter e comparar as solugbes do problema
homogeneizado e do problema original para diferentes valores de ¢ .

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

3.1 Homogeneizacao e proximidade entre solugcdes

Para determinar a s.af. do problema (1)-(3), considera-se a aproximacao
assintotica ugz}(x,f):un(x,f) FEew(x,1) |£2u2(x,r). onde wi(xyt), j=012 sé&o

fungdes diferenciaveis e 1-periodicas na variavel local y = x/e A substituigdo em (1)

resulta em
o o I} N s i i
x| %% 4 g0 g2 02 —ik[i Oy g0 29 rixty~0. (5)
£l dx ilx ix dx| el dx ax ¢

Para o desenvolvimento dos calculos consideram-se a regra da cadeia

i 140 i
—()+——() & o operador [_,=—
ax ' te Ay 0 P b Da

i

— . afe{xy}, a fim de
x

k{yn%

simplificar a notac&o. Assim, obtém-se uma sequéncia recorrente de equacgdes a partir

()=

dos coeficientes das poténcias de £

(6)

2.

(7)
€ il uy =L,y — Ly,
\o 8
el Lyl = c[i {.ﬂ — Lyytig — Lyt — Ly iy — 1, ®
£) dt
5 9
ch[% ﬂ—f_ﬂm — Lty —Lyyuy =0, ®)
o [ x|duy (10)
& c|l—|—=-L,u,=0.
[E at £ b
Analogamente, aplica-se a expansao truncada nas condi¢des (2) e (3). Logo,
tem-se:
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€% :uy(0,0,1) = 0, €% uy(L/e,t)= 0, €0 : ug(x, x/€,0) = w(x), (11)
et uy(0,0,t)= 0, e u@ye )= 0, e uy(x,x/€,0)= 0, (12)

g2 :u,(0,0,t)= 0, &2 1U,(LYe,t)= 0, g2 JU,(x,x/€,0)= 0. (13)

Para determinar a equacao do problema local e do problema homogeneizado

solucionam-se as equacdes para € 2, € ‘e €°.

Primeiramente, para resolver a equacéo (6), aplica-se o Lema, de modo a

garantir a existéncia e unicidade de vy 1-periddica, e na sequéncia, integra-se com
respeito a y . Assim:

Oy _ py(x,t) (14)
dy k(y)

Para determinar p,(x,t) aplica-se a média em ambos os lados da equacéo

(14). Como uy € 1-periodica em y , tem-se que a media da derivada é zero, e portanto

(m(x,r)jk(y)) = 0. Por definigdo, tem-se que k(¥)> 0, logo a integral j:‘l,"k(y}dy =0

, e assim py(x,t)=0. Portanto, obtém-se que uy(x,y,t)=ug(x,t).
De modo analogo, para garantir a existéncia e unicidade de u; e v, solugbes

dos problemas (7) e (8), obtém-se

.y, = Nyty) 22 (15)
vl k . 1 :
onde N,;(y) fo ——1)ds, k=———— eainda,
k(s) !
[ YKy

B
Up(x,,) = N(y)i(x—”w( el (16)
onde  Ny(y)=k(Ny(y)) omds—f Ny(s)ds » M(y)_[ ’k( )“[ [e(s)—(c(s))|ds - KM]dw

e Ky = l?f;ﬁ{jgwlc(s)—(c(s))]ds]dw.

A condicdo de existéncia e unicidade de u; 1-periddica solucéo de (7) é a

equacdao do problema local:
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du;  dug

ay ax

k
—1 17
k(y) ] )

De modo analogo, a condigdo de existéncia e unicidade de u, 1-periddica,

solucao de (8), € a equacgdo do problema homogeneizado:

(c) dug _ﬁé)zuu B

s axz_f(x,t), xe(0,1), t>0, (18)
ug(0,¢)=0, Ug(1,)=0, t>0, (19)
up(x.0)=w(x),  wO)=w(N)=0  xc(01), (20)

onde <C> € a capacidade calorifica efetiva e k é a condutividade térmica efetiva.

Para provar que a relagéo de proximidade entre u,(X,t) e uy(x,t), € de ordem

\/E, ou seja, (U, - Ugll 10//mqv = O(\/E) considera-se a aproximagdo assintética
£ “0lw°(01y (0T))

truncada uél) = ug(X,y,t)+ euy(x,y,t) e o operador L*, ja definido na Equagéo (1).

Note que substituir a expansdo assintética em (1) equivale a calcular
E s
Lu, =10, onde se determina f considerando u, = 0 na Equagéo (8). Logo tem-se

que:
My -~uy 0 u
f= i | R i R % 0 21
C(J/’) ot E'JXQ ay{ (y) 'I( :] (sz { )
Entéo,
LUl — = c(y)e Ny(y) uy k(YN (y)e-ﬁuu = F(x.t,¢) (22)
¢ " otox M3 —
e aplicando u?)nas condicdes (2) e (3) , tem-se que
uM0,t)=0, =0, t=0, (23)
uM(x0)=w(x), WO =w)=0  xe&(01). (24)

Subtraindo os problemas (1)-(3) de (22)-(24), obtém-se assim 0 seguinte
problema

Vetor, Rio Grande, v. 26, n. 2, p. 73-83, 2016
78



£ u, —uV =—F(x,te), xe(0,1), >0, (25)
u(0.)—u"0.t)=0,  u.(1t)-u(1t)=0, t=0, (26)

u,(x,0)—uV(x,0)=0, x €(0,1). (27)

Para garantir a existéncia e unicidade da soluc&o do problema (25)-(26), aplica-

se o Principio do Maximo Generalizado, citado anteriormente. Logo, obtém-se

_ _
£t WQ'O{(D,1}><(U,T})§K(T)|| FHLﬂ(DJ)x(D.T}) (28)
onde,
2 e 92uqy(x,t) Pug(x.t)|
2 [IASaL D\A
[FIE opeory <€ f |eNin)=— ==~ k(y)Ni(y) 5| axdt (29)
00

Para estimar as integrais da Equacdo (29) tem-se, pelo Teorema de

Weierstrass, que existem A, B> 0 tais que

"_ F”Lz((oql)' (01)) £ JeAB*T, (30)

onde K(T)= T, paraalgum T i i . . A partir disso conclui-se que

- u® =0(e) 31
u.-u Oo\e),
£ LN%"«OA)’ (o) Ve (31)
e de modo analogo pode-se mostrar que
ud - UOLN = o({e). (32)
£ 29((0.y (OT))

De (34) e (35), segue que:

- u@+u® -y

O‘vam«o,l)' (0T))

&

Ue UO‘LNZM«OJ)' ©T)

- @ o
Ue = e va“’«o,l)' oty I o LNZ“’«o,l)' ©oT)  (33)
= 0({e)+ o(e)
= 0(Ve).
Portanto, Ug - Ug \sz«oyl), ©1) = 0(e). (34)
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3.2 Um exemplo ilustrativo

Consideramos os problemas, original (1)-(3), homogeneizado (18)-(20) e a
solugdo assintética formal, com c(x/e)= 1, f(x,t)= e ', k(x/€)= 1+ 0.25sen(2mx/c), e
w(x)= 0 para €= 12,1/4,1/8 . Resolvendo o problema (1)-(3) pelo método de Crank-
Nicolson (Método de Diferencas Finitas), o problema homogeneizado pelo método de
Fourier e a partir da solugdo do problema homogeneizado constituir a solucdo
assintotica formal de ordem O(g), obtém-se os resultados ilustrados na FIGURA 1.
Nesta figura pode-se visualizar a distribuicdo da temperatura sobre 0 meio heterogéneo
especifico durante o intervalo de tempo definido, bem como perceber uma proximidade
entre tais superficies definido tal parametro ¢ .

Na FIGURA 2 € possivel visualizar a convergéncia da solugdo do problema
original (azul) e a solugcdo assintotica (verde) para a solugdo do problema

homogeneizado (vermelho) quando ¢ se aproxima a zero.
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Figura 1: Solu¢des dos problemas homogéneo e original, assim como, a solugéo
assintética de ordem O (¢) respectivamente, sendo €= 1/16.
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Figura 2: Solug@es dos problemas original e homogéneo, assim como, a solugéo
assintética de ordem O (g) para diferentes valores de ¢ e t= 5.
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4. CONCLUSOES

Neste trabalho aplicou-se o método de homogeneizacéo assintética a equacao
do calor definida sobre meios continuamente heterogéneos e periddicos, e provou-se

que a proximidade entre a solugéo u, do problema original, uf:l) solucéo assintética de

ordem O(¢) e a solucéo u, do problema homogeneizado séo de ordem O(\E) Através

da implementacédo de um exemplo foi ilustrado o fato de que a solugédo u, e ugl)

convergem para a solugéo u, quando ¢ tende a zero.
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