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RESUMO

Quando se trabalha com nimeros de ponto flutuante, o resultado obtido é
apenas uma aproximacdo de um valor real e erros sdo gerados por
arredondamentos ou por algoritmos instaveis, levando algumas vezes a
resultados incorretos. Andlise intervalar surgiu com o objetivo de diminuir
erros numeéricos gerados em procedimentos computacionais. Na
matematica intervalar o valor real x € aproximado por um intervalo X que
possui limites inferior e superior, de forma que o intervalo contenha x. O
presente trabalho tem como objetivo comparar qual o melhor método que
retorna solucdo com exatiddo maxima na computacdo de integrais com
entradas intervalares. Os métodos em comparacdo sdo: Simpson
Intervalar, Integral de Bedregal e Integral de Moore. A comparacédo da-se
através da validacao do resultado e da analise da qualidade dos intervalos
solucdo através das medidas de Erro Absoluto e Erro Relativo.
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ABSTRACT

When working with floating point numbers, the result is only an
approximation of a real value and errors are generated by rounding or
unstable algorithms, sometimes leading to incorrect results. Interval
analysis has emerged with the goal of reducing numerical errors generated
in computational procedures. Math interval in the actual x value is
approximated by an interval X which has lower and upper limits so that the
interval contains x. This study aims to compare the best method that
returns the solution with maximum accuracy in computing integrals with
interval entries. The methods compared are: Interval Simpson, Bedregal
Integral and Moore Integral. The comparison is made through the validation
of the results and analysis of the quality of the solution intervals as
measures of Absolute Error and Relative Error.
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1. INTRODUCAO

Na aritmética de ponto flutuante, o resultado obtido é apenas uma
aproximacdo de um valor real porque erros sdo gerados por arredondamentos,
truncamento ou por algoritmos instaveis, levando algumas vezes a resultados
incorretos. Analise intervalar surgiu com o objetivo de diminuir erros numéricos
gerados em procedimentos computacionais. Na matematica intervalar, o valor real x é
aproximado por um intervalo X que possui limites inferior e superior, de forma que o
intervalo contenha x [7].

Existem problemas que necessitam calcular uma integral definida para a
respectiva solucdo, porém esta integral pode ndo possuir primitiva explicita ou cuja
primitiva pode n&o ser simples de se obter, sendo necessario 0 uso da integracéo
numérica onde erros de arredondamentos e truncamentos sao propagados devido as
operagcbes aritméticas realizadas no computador. Quando se trabalha com
computacdo numérica, um dos fatores de maior importancia é a exatidao da resposta
desses célculos. O que sempre se procura sao resultados cada vez mais exatos e com
um menor erro possivel contido neles. A matematica intervalar surge com o objetivo
principal de realizar um controle automatico de erros dos calculos, retornando
respostas com a maior exatidao possivel.

Considerando que métodos numéricos podem ser usados para o célculo de
integrais, torna-se interessante que estes sejam suportados pela matematica intervalar
e pela aritmética de exatiddo méaxima. Sendo assim o presente trabalho tem como
objetivo comparar métodos de integracdo intervalar através da analise de seus
resultados. Utilizam-se os métodos de Simpson Intervalar, definido por Caprani et al
[2], o método da integral de Bedregal, definido por Nobrega; Bedregal R.; Bedregal B.
[8] e 0 método da integral de Moore definido por Moore [7]. Por fim, verifica-se a
gualidade dos intervalos solu¢do gerados através de medidas de erros Absoluto e

Relativo.

2. MATERIAL E METODOS

Segundo Ratschek e Rokne [9], os computadores utilizam aritmética de ponto
flutuante. Nesta aritmética, niumeros de ponto flutuante sdo aproximados por um
subconjunto de nimeros reais chamados representacdo numérica da maquina. Devido
a esta representacdo sdo gerados dois tipos de erros: quando uma entrada de valor

real é aproximada por um numero de maquina e, quando o erro € causado por
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resultados intermediarios aproximados pelos nimeros de maquina.

A aritmética intervalar fornece uma ferramenta para estimar e controlar esses
erros automaticamente. No lugar de aproximar um valor real x por um numero de
maquina, o valor real x é aproximado por um intervalo X contendo nimero de maquina
nos extremos inferior e superior, ou seja, o intervalo X contém o valor real x. Os
calculos sdo executados usando intervalos ao invés de numeros reais e,
consequentemente, a aritmética real € substituida pela aritmética intervalar definida
por Moore [7].

Segundo Ferson; Ginzburg; Kreinovich [3], historicamente o primeiro método
para computar o intervalo solu¢cdo é o método chamado de extensdo intervalar. Nele
repete-se a computacdo formando o programa passo-a-passo, substituindo cada
operacdo elementar de numeros reais pela correspondente operacdo da aritmética
intervalar.

Calculos numéricos em computadores devem ser realizados por meio das
linguagens ou bibliotecas que tenham definidos o tipo intervalo e as operagfes sobre 0
tipo, usualmente denominadas de linguagens XSC (eXtended for Scientific
Computation) [6]. Existem diversas bibliotecas computacionais para matematica
intervalar, a escolhida para implementacao dos métodos foi a IntPy [5]. Mais detalhes
sobre os critérios utilizados para a escolha da linguagem estdo em Balboni et al [1].
IntPy é um pacote intervalar desenvolvido na linguagem de programacéo Python.

A operacgdo integracdo consiste na operacdo inversa da derivacdo e é
utilizada em diversas aplicagdes, sendo uma delas o calculo de areas planas [4].
Quando ocorre a integracdo de uma funcdo, esta se transforma na funcéo primitiva.
Porém nem sempre é possivel obter a fungdo primitiva, tornando assim alguns
problemas complexos e com resultados pouco confidveis, uma vez que a maquina ao
trabalhar com estes valores originara erros, comprometendo assim o resultado final do
calculo. Como estes calculos requerem grande exatidao, verifica-se qual dos métodos
de integracdo intervalares retornam solucdo com exatiddo méaxima, sendo eles:
Simpson Intervalar, Integral de Bedregal e Integral de Moore.

A seguir descrevem-se 0Ss métodos de integracdo intervalar a serem

comparados pela qualidade dos intervalos solugéo.

2.1 Simpson intervalar

O método de Simpson Intervalar [2] € uma extensao intervalar [3] do método

de Simpson real [10]. O método na forma intervalar é fundamentado na propriedade
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aditiva da integral definida e no teorema do valor médio para integrais [11]. O método
Intervalar apresenta um custo computacional maior em relacdo ao método de 1/3 de
Simpson, pois no intervalar a funcdo € dividida em n subintervalos, onde cada um
desses subintervalos serdo aplicados na definicdo de Caprani, enquanto que no
método real é utiliza-se apenas as n subdivisdes para a realiza¢cdo do método. A seguir
apresenta-se a definicdo intervalar existente para o método, desenvolvida por Caprani
[2].

Dada a fungéo continua Equagéo (1) sobre o intervalo A = [a,b], o objetivo é

calcular Equacao (1a).

fR->R 1)

S = [ f(x)dx (1a)

Como a funcéo f é continua e integravel a Riemann, se G € uma primitiva de f
no intervalo [a,b] tem-se, pelo Teorema Fundamental do Calculo Integral, que
(Equacéo 1(b)):

S = G(b) — G(a) (1b)

Porém, G(a) ou G(b) podem néo ter uma representacao exata no computador,
0 que implica que seu valor deve ser aproximado por um ndmero de maquina. Se nao
€ possivel encontrar uma expressao analitica para uma primitiva da funcao f, métodos
numeéricos sao essenciais para encontrar uma solu¢cdo numeérica do problema [11]. A
ideia basica da integragdo numérica € a substituicdo da funcdo f por um polinémio que
a aproxime razoavelmente no intervalo [a,b], assim o problema se resume a resolver
uma integral de polinébmio.

O método admite conhecidas as extensdoes intervalares, inclusdes
monotonicas F e G de f e f*respectivamente, como f(x) € F(X), paratodo X € (X €

R)tem-se a Equagao (1c):

IS = Zn_ f;izl fe)dx = Y7 w(ADF(AI) (1c)

Reescrevendo a Equacao (1c) em termos dos limites do intervalo A, temos:
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I5= [, Fx)dx =222 (f (ai) + 4f(m(Al-))+f(<z)> — ey (1d)

onde F(ai1), F(m(A)) e F(ai) sdo intervalos degenerados de nimeros reais.

2.2 Integral de Bbedregal

O método de integracdo de Bedregal-Bedregal definido por Nobrega;
Bedregal, R.; Bedregal, B [8] fundamenta-se no calculo de intervalos, utilizando as
mesmas fungbes em seu valor real, fazendo com que o valor real utilizado seja
intervalar, com isso retornando um intervalo solugéo.

Seja F(X) uma funcgéo intervalar continua. Dada uma particdo P de L[a,b].
Entédo séo definidos nas Equagbes (2) e (2a) os somatorios de Riemann de F com

respeito a P, inferior e superior, respectivamente.

a(F,P)=Z || Faemcxpneenxy @
=1

k=

SEP) =Y M Fllpcing) M X (22

k=1

onde na Equacéo(2b) define-se a funcéo intervalar F.
F(Lixi-1,xx) = {F(X)XeLxk-1,x1} (2b)
Define-se a integral de limite inferior da fungc&o F de A até B, por:

[} F(X)dX = [19(F, P) (2¢)

Define-se a integral de limite superior da fungéo F de A até B, por:

[} F()dX = [[S(F, P) (2d)
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Com isso tem-se uma fungéo integral continua definida pela Equagéo (2e):

dM(4,B)
b—a

2 FOOAX |21 (o, [ fr () dx (2¢)

onde A=[a, @] e B=[b, b] sé&o intervalos que s&o os limites de integracdo, a e dséo os

limites inferior e superior do intervalo A, be bs&o os limites inferior e superior do

intervalo B.
2.3 Integral de Moore

A funcdo de Moore utiliza o0 método de extensao intervalar [7], para fornecer a
seguinte integral intervalar, onde a e b sdo os limites de integragéo e f(x) a fungéo real
a ser integrada.

Seja A um intervalo e F uma fun¢do intervalar continua com inclusao
monotdnica respeito a dM. A soma de Riemann da funcéo F para uma particdo P de A
é definido como:

S(F.P) = Yoo F(XkXk = 11)d (X1, X;) 3)

onde d é a métrica usual sobre nimeros reais d(x,y) = |y-x|. A integral de Moore no

intervalo A é definido por:

[ F(X)dX = X(F, P) (3a)
Com isso temos a expressao definida por Moore [7]:
[ FOOdX = [f;, Ao dx, [ fr(x)dx] (3b)

A integracdo de Moore utiliza o principio classico de integracéo, tornando como
Unica alteracdo a substituicdo de todas as variaveis reais de fl(x) e fr(x) por intervalos,
definindo assim o calculo de duas integrais devido os limites inferior e superior da
fungéo intervalar F. Assim, a garantia da integral calculada com valores intervalares

estara encapsulando a integral real da referida funcéo densidade.
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2.5 Medidas de qualidade

Célculos numéricos em computadores devem ser realizados por meio das
linguagens ou bibliotecas que tenham definidos o tipo intervalo e as operac¢des sobre o
tipo, usualmente denominadas de linguagens XSC (eXtended for Scientific
Computation) [1], além de serem linguagens de grande precisdo numérica voltados a
utilizacdo de calculos cientificos.

Na matematica intervalar, a qualidade dos intervalos solucdo pode ser
verificada através das seguintes medidas de erro [4]:

- Erro Absoluto (E»): conforme a Equacéao (4),

E4 =] x —m(X) I<@ (4)

onde X é o valor real, m(X) é o ponto médio do intervalo X e w(X) é o diametro do

intervalo X.

- Erro Relativo (Er) identificado na Equagéo (5),

x-m(X) |< WFX)
x 2min|X|

Er =I (5)
onde os parametros sdo exatamente os mesmos do Erro absoluto, com excegédo da
expressao min|X| que consiste no madulo limite inferior do intervalo.

No presente trabalho aplicam-se estas medidas de erros para verificar a
gualidade dos intervalos solucéo obtidos apos a aplicagdo dos métodos de integracdo

Simpson Intervalar, Integral de Bedregal e Integral de Moore.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Com a utilizacdo dos métodos de Simpson Intervalar, Integral de Bedregal e
Integral de Moore séo calculadas as solucfes das integrais através da implementagéo
dos métodos no madulo de matematica intervalar IntPy. Nessa secdo apresentam-se
exemplos de célculos de integrais e comparagéo dos resultados obtidos para todos o0s
métodos acima citados. Todos os célculos foram realizados considerando uma
precisdo de & = 0.00000000000001, ou seja, 14 casas decimais. Aplicam-se exemplos
com funcgbes consideradas simples porque o objetivo € a comparacdo dos métodos,

verificando qual retorna o intervalo solu¢do com melhor qualidade.
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Para realizar o célculo do método de Simpson real e intervalar, foram

utilizadas 500 subdivisdes em cada método.

Exemplo 1: Seja a fungédo f(x)=sem(x), com x € [0,7]. Deseja-se calcular o
volume do sélido gerado pela rotacdo do grafico de f, como na FIGURA 1, ou seja,

pela rotacdo da regido delimitada pelo eixo x, o grafico de f e as retas x = 0 e x= .

Figura 1: Grafico da funcao f(x) do Exemplo 1.

Exemplo 2: Deseja-se encontrar o volume do sélido obtido pela rotacdo da
regido compreendida entre os graficos, como na Figura 2, da funcdo f(x)= x* e y=x,
para [0,1], ao redor do eixo Y.

Figura 2: Grafico da funcao f(x) e y=x do Exemplo 2.
Na TABELA 1 encontram-se os resultados dos exemplos acima com todos os
métodos de integracdo em estudo no presente trabalho. Verifica-se  através  da
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TABELA 1 que em ambos exemplos, todos os métodos de integracdo intervalar

retornam intervalo solugéo que encapsula o valor real, validando os métodos.

Nas TABELAS 2 e 3 encontram-se a medida de qualidade dos intervalos

solucao através das medidas de erros Absoluto e Relativo.

Tabela 1: Comparacao dos métodos

Método\Exemplos Exemplo 1 Exemplo 2
Valor Real 4.93480220054467 0.8377580409572781
[4.934802200544579,
[0.837758040956428,

Simpson Caprani 4.934802200544773]
[4.934802200544668,
4.934802200544689]
[4.934802200544668,
4.934802200544689]

Integral de Bedregal

Integral de Moore

0.837758040957452]

[0.8377580409572681,
0.8377580409572882]
[0.8377580409572681,
0.8377580409572882]

Tabela 2: Erro Absoluto

Método\Exemplos Exemplo 1

Exemplo 2

6.2172489379e-15 <
9.72555369572e-14
8.881784197e-15 <
1.02140518266e-14
8.881784197e-15<
1.02140518266e-14

Simpson Caprani

Integral de

Bedregal

Integral de Moore

3.37840866393e-13 <
5.12256903562e-13

0.0 <9.99200722163e-15

0.0 <9.99200722163e-15

Tabela 3: Erro Relativo

Método\Exemplos Exemplo 1

Exemplo 2

1.25987804277e-15 <=
1.97080922405e-14

1.79982577539e-15 <=
2.0697996417e-15

1.79982577539e-15 <=
2.0697996417e-15

Simpson Caprani

Integral de
Bedregal

Integral de Moore

4.03267828987e-13 <=
6.11461637512e-13
0.0 <= 1.19270800555e-14

0.0 <= 1.19270800555e-14

Vetor, Rio Grande, v. 25, n. 2, p. 56-67, 2015

64



No erro Absoluto da TABELA 2, verifica-se que a diferenca entre o valor exato
e o0 ponto médio do intervalo solugédo ocorre somente na 152 casa decimal. Adicional-
mente, constata-se que em todos os resultados a condigdo | x — m(X) |é menor que a
metade do didmetro do intervalo solugéo, satisfazendo o critério de verificacdo da qua-
lidade desta estimativa para o erro.

Para o erro Relativo conforme consta na TABELA 3, os resultados dos exem-
plos apresentam diferenga apenas na 142 casa decimal, garantindo intervalos solugéo
muito proximos do valor real.

Analisando as TABELAS 2 e 3 verifica-se que os intervalos solucdo possuem
muito boa qualidade de aproximacéao do valor real.

Para todas as simula¢des foi utilizado o0 mesmo computador com as seguintes
configuracdes: processador Intel® CoreTM i7-2600 CPU @ 3.40GHz x 8, L1 Cache
64Kb, L2 Cache 512Kb, L3 Cache 8Mb, Memoéria RAM de 8GB DDR3 1333MHz,
armazenamento HD Sata 755,7 GB modelo ATA Samsung HD502HJ, placa grafica
GeForce GTX 560/PCle/SSE2, sistema operacional Linux Ubuntu 13.10.

4. CONCLUSAO

O presente trabalho tem como objetivo principal comparar métodos de
integracdo intervalar através da analise de seus resultados. Aplicou-se os métodos de
Simpson Intervalar, integral de Bedregal e o método da integral de Moore.

A implementacdo dos métodos de integracdo Simpson Intervalar, Integral de
Bedregal e Integral de Moore, com entradas intervalares foi realizada na linguagem
Python através do pacote para programacgdo com intervalos, o IntPy.

Com o sistema de ponto flutuante F(10, 14, -10, 10) (ou com quatorze casas
decimais) verificou-se, através das medidas de erros (absoluto e relativo) que todos os
resultados para as integrais reais estdo contidos nos intervalos solucdo. Resultado
importante, o qual justifica 0 uso da matematica intervalar na resolucéo de integrais.

Salienta-se que a utilizag&@o de intervalos proporciona o controle de erros e exa-
tiddo dos resultados para estas integrais numéricas. A comparagéo entre os métodos
de integracédo intervalar tem como objetivo mostrar a importancia e justificativa de se
utilizar a matematica intervalar no célculo de intervalos solucéo para as integrais que
ndo possuem primitiva explicita ou cuja primitiva pode ser dificil de obter. Analisados
os resultados dos intervalos solucéo e medidas de qualidade, erros absoluto e

relativo, conclui-se que os métodos de integracdo numeérica tal como a integral
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de Bedregal e a Integral de Moore tiveram um intervalo solucdo melhor. Po-
dendo assim resolver integrais com maxima exatiddo. Um dos problemas de
utilizar o método de Simpson Intervalar é a alta complexidade, tal que para se
obter resultados melhores o seu custo também & aumentado devido o niumero
de subdivisdes no intervalo de integracdo. Contudo o uso da aritmética interva-
lar d4-se de suma importancia e impacto nos resultados atingidos, uma vez que

os intervalos garantem a sua incerteza.
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