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RESUMO

Este artigo objetiva divulgar uma Maplet programada via Maple 16 para resolver
um Problema de Valor Inicial composto por uma Equagéo Diferencial Ordinaria
de Primeira Ordem utilizando os Métodos Lineares de Passo Mdltiplo Explicitos.
Para isso, apresentou-se o conceito de um PVI e alguns teoremas gque garantem
a existéncia e unicidade de sua solucdo, os métodos numéricos utilizados para
obtencdo desta solugédo foram descritos detalhadamente e implementados na
Maplet.
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MAPLETS PROGRAMMED BY WAY OF MAPLE: IVP NUMERICAL SOLUTION USING
EXPLICIT LINEAR METHODS OF MULTIPLE STEP

ABSTRACT
This article aims to disseminate a Maplet programmed by way of Maple 16 to
solve a problem consisting of an Initial Value Ordinary Differential Equation of
First Order Methods using Multiple Linear Step Explicit. For this, presented the
concept of an IVP and some theorems that guarantee the existence and
unigueness of its solution, the numerical methods used to obtain this solution
were described in detail and implemented in the Maplet.
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1. INTRODUCAO

As palavras equacdes e diferenciais indicam algum tipo de equacédo que envolve
derivadas. As equacdes que contém derivadas de uma ou mais variaveis dependentes em
relacdo a uma Uunica variavel independente sdo chamadas de Equacdes Diferenciais
Ordinarias (EDOSs).

Grande parte dos modelos que descrevem o mundo em que vivemos se apropria da teoria

destas equacdes, e estes modelos estédo presentes em todas as ciéncias que se interessam
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em entender o mundo natural [1]. A maioria desses problemas requer a solugdo de um
problema de valor inicial, isto &, resolver uma equacéo diferencial que satisfaca uma dada
condicao inicial.

Na maioria das situa¢gfes da vida real, a equacao diferencial que modela o problema
€ muito complicada para ser resolvida com exatiddo. Sendo assim, recorre-se a dois
procedimentos para aproximar a solugdo. O primeiro consiste em simplificar a equagéo
diferencial de modo a resolvé-la exatamente, e, entdo usar a solucao da equacéao simplificada
para aproxima-la da solucdo da equacdo original. O segundo se vale de métodos para
aproximar a solucado do problema original. Esse procedimento é mais comumente empregado,
uma vez que os métodos de aproximacao dao resultados mais precisos e uma informacao
mais realista sobre o erro [2].

Por estes e outros motivos as disciplinas de Equacgdes Diferenciais (EDs) e Calculo
Numérico se fazem presentes no contexto académico, em especial para os cursos de
Engenharia, pois, elas constituem uma poderosa ferramenta para a resolucdo de problemas
praticos.

Neste contexto o aprendizado torna-se essencial e, alguns meios para torna-lo menos
dispendioso sédo, hoje, acessiveis. InUmeros sdo os elementos trazidos pela presenca da
tecnologia nos ambientes de ensino, os debates acerca de sua insercdo se intensificam e
trazem respostas, alternativas de utilizacdo e novas duvidas. A renovacao da préatica docente
e a instituicdo de novos objetivos e funcdes da educacédo escolar, inegavelmente, incluem tal
consideracao. Ndo é mais possivel ignorar que sua utilizagéo tem alterado profundamente as
abordagens de ensino, a dindmica das aulas e as formas de pensar. O aproveitamento das
possibilidades de exploracdo e experimentacdo que os sistemas tecnolégicos oferecem,
possibilitam aos alunos e professores vivenciarem ambientes de aprendizagem extremamente
favoraveis a construgéo ou reconstrucdo do conhecimento [3].

A busca em torno de softwares matematicos que viabilizem o desenvolvimento
educacional é mitigada pela presengca do Maple, um poderoso programa computacional,
designado para executar uma variedade de célculos matematicos e operacdes cujas entradas
numeéricas séo operadas de maneira simbdlica. O software dispde de sua prépria linguagem
de programacao, uma linguagem de alto nivel, bem estruturada, e compreensivel. Ela suporta
uma ampla colecdo de estruturas de dados ou objetos Maple, como fungdes, sequéncias,
conjuntos, listas, vetores, tabelas, matrizes, etc. A biblioteca do Maple pode ser localmente
complementada por programas e pacotes criados por usuérios desenvolvedores [4]. Um
campo a ser considerado neste contexto é a construcao de Maplets.

Maplet € uma interface gréafica destinada a usuarios finais, composta por janelas,
caixas de entrada, botdes e uma gama de subterfagios que tornam intuitiva a utilizacdo dos

comandos inerentes ao software, pois, ocorre por meio de cliques [5].
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Baseado nesta ideia, uma Maplet foi programada, no intuito de abordar os Métodos
Lineares de Passo Multiplo, utilizados para obter a solugdo numérica de um PVI e tornar seu
entendimento mais acessivel aos estudantes e pesquisadores.

A estrutura deste artigo esta organizada nas seguintes secoes:

e Conceitos Preliminares: Nesta secdo apresentam-se os conceitos de EDO e
PVI. Descreve-se também, as condi¢cbes para obter uma Unica solucdo de um PVI ndo
num intervalo continuo, mas sim num conjunto discreto de pontos.

e Métodos Lineares de Passo Mdltiplo: Nesta secdo apresentam-se alguns
Métodos Lineares de Passo Mdltiplo.

o Apresentacdo da Maplet: Nesta secdo apresenta-se a interface grafica e as
funcionalidade da Maplet programada para aplicacdo dos Métodos Lineares de Passo
Multiplo.

e Aplicagdo da Maplet para resolugédo de um PVI: Nesta secéo utiliza-se a Maplet
para resolver um dado PVI aplicando todos os Métodos de Passo Mdltiplo descritos.

e Conclusdo: Nesta secdo algumas consideracfes sdo apresentadas a respeito
da utilizacdo da Maplet.

2. CONCEITOS PRELIMINARES
A equacéo
y =fxy), (1)
é chamada EDO de Primeira Ordem. Nesta equacgéo, f € uma funcdo real dada, de duas
variaveis reais x e y, onde y depende da variavel independente x.

Resolver a Equacdo (1) corresponde em determinar uma fungdo y = y(x),
diferenciavel, com x € [a; b] tal que y'(x) = f(x; y(x)). Qualquer funcéo que satisfaca essa
propriedade é uma solucédo da equacao diferencial (1). Por exemplo, a funcao y(x) = Ce* €,
para qualquer valor da constante C, uma solucdo da equacao diferencial y'= y. Assim, cada
EDO de primeira ordem possui um namero infinito de solu¢des. Contudo, pode-se obter uma
solucgédo particular, se junto com a equacdo diferencial for dado o valor de y(x) em um ponto,
por exemplo, y(x,) = y,, @ qual € chamada de condicao inicial [6].

A equacdo diferencial juntamente com a condicao inicial constituem um Problema de
Valor Inicial (PVI), isto &,

{ y'= fxy) (2)
y(xo) = Yo

Deseja-se obter condicbes que garantam a existéncia de uma Unica solucéo do PVI
(15).
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Definicdo 2.1. Diz-se que uma fungéo f(x;y) satisfaz uma condi¢do de Lipschitz na

variavel y em um conjunto D c R? se uma constante L > 0 existe com

If G y) — fOsy)l < Llyy — y2l - ((3)

sempre que (x;y;) < (x,y,) € D. A constante L é chamada de constante de Lipschitz
para f [2].

Definicdo 2.2. Diz-se que um conjunto D c R? é convexo se, sempre que (x;;y;) €
(x2;¥2) pertencama D, e A estejaem [0,1], o ponto ((1 — D)x; + Axy; (1 — D)y, + Ay,) também
pertenca a D.

Em termos geométricos a Definicdo 2.2 estabelece que um conjunto € convexo sempre
que, quando dois pontos pertencem a um conjunto, todo o segmento de reta entre 0s pontos
também pertence ao conjunto. Os conjuntos considerados nesse trabalho sdo da forma D =
{(x;y)talque a < x < b e —o0 < y < o0} para algumas constantes a e b [2].

Teorema 2.1. Suponha que f(x;y) seja definida em um conjunto convexo D c R2. Se
existe uma constante L > 0 com

‘%f(x; y)| <I, paratodo (x;y) € D ((4)
entdo f satisfaz uma condicdo de Lipschitzem D na variavel y com a constante L de Lipschitz.

O Teorema 2.1 fornece condicbes apenas suficientes para que uma condicdo de
Lipschitz seja valida.

Teorema 2.2. Suponha que D = {(x;y) talque a < x < b,—00 <y < 0} e que f(x;y)
seja continua em D. Se f satisfaz a condi¢cdo de Lipschitz em D na variavel y, entdo o

problema de valor inicial

y'(x)=f(xy) , a<x<b , y(@) =a- ((5)

tem uma unica solugéo y(x) paraa < x < b.

A demonstracdo desse teorema pode ser encontrada em [7].

O Teorema 2.2 garante a existéncia de uma Unica solucao do PVI dado por (2). Porém,
a grande maioria das equagfes encontradas na pratica ndo podem ser solucionadas
analiticamente.

O recurso de que se dispde para obter a solu¢do do PVI dado por (2) € o emprego de
métodos numéricos. Para isso, considera-se a sequéncia de pontos {x,} definida por

Xn, = Xo + nh, ((8)

onden=20,1,..,N,com xy=a,xy =beN = (b—a)/h. O comprimento do intervalo,
h, € o tamanho do passo, 0s pontos x,, S0 0s pontos da malha e N € o nUmero de passos.
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Uma propriedade importante dos métodos computacionais para a solucao de (2) € a
discretizacao, isto é, deseja-se obter a solu¢do aproximada do PVI ndo num intervalo continuo
a < x < b, mas sim num conjunto discreto de pontos {x,;n=0,1,...,N}.

Denota-se por y,, uma aproximacao para a solucao analitica em x,,, isto &, y, = y(x;)
e por f,, = f(x,;yn). O objetivo é entdo determinar aproximagdes y,, da solucao verdadeira

y(xy,) nos pontos da malha, sendo a solugdo numérica uma tabela de valores de pares (x,; ¥,)

[6].

3. METODOS LINEARES DE PASSO MULTIPLO

Nessa secao apresenta-se os Métodos Lineares de Passo Multiplo ou Método de k-
passos, para resolver o PVI (2).
Definicdo 3.1. Um Método Linear de Passo Multiplo é definido pela seguinte relagéo

k k

Z QjYn+j = hz Bifnsj (7)

j=0 j=0

onde a; e f; s@o constantes arbitrarias independentes de n, com a; # 0, h 0 tamanho do
passo, a, e S, hdo ambos nulos [6].

Seja a; = 1, 0 método (15) é explicito se B, = 0 e implicito se B, # 0. Neste artigo,

apresenta-se alguns métodos explicitos.
3.1. Método de Euler

O método mais simples de Passo Mdltiplo, ou ainda, método explicito de 1-passo, onde

k =1 é obtido considerando ¢y = -1, a; =1, f, =1 e f; = 0 em (15), ou seja,

1 1
z ann+j hz ijn+j
j=0 j=0
= (_1)Yn + (1)}’n+1 = h[(l)fn+0 + (O)fn+1]
= Vn+1 In + hfn
Esse método é chamado Método de Euler.

: (8)

3.2. Método da Regra do Ponto Médio

Considerandoay = —1,a; =0,a, =1,8,=0,8, = 2,8, =0e k =2 em (15), obtém-

se
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2

ZGanH = hzsfrwj

i=0 (9)
= (_1)3771 + (O)Yn+1 + (1)yn+2 = [(O)fn+0 + (Z)fn+1 + (O)fn+2]
= Yniz = Yot 2hfniq

gue é chamado Método da Regra do Ponto Médio, que € um método explicito de 2-passos.
3.3. Método de Adams-Bashforth

Considerando ¢y =0, ¢, =—-1,a, =1, 8o =—-1/2, B =3/2, B, =0 e k =2 em (15),

tem-se
2

zaj}’nﬂ = hZBfn+1

j=0

= Oy +EDyner + Wyne2 = R [( )fn+0 + ( )fn+1 + (0)fnsz| (10)

= Yn+2 = Yn+1+ [fn+3fn+1]

que é chamado Método de Adams-Bashforth. Esse é um método explicito de 2-passos.
3.4. Métodos de Runge-Kutta

Muitas vezes deseja-se resolver o PVI dado por (2) usando um Método de k-passos,
onde k > 1. E necessario entdo obter os valores iniciais necessarios, para se utilizar tal
método, que seja 0 mais preciso possivel. Isto pode ser feito por meio do Método de Runge-
Kutta, descrito nesta se¢éo, que é um método explicito de 1-passo [6].

Definicdo 3.2. Um Método Geral Explicito de 1-passo € definido pela relacdo

Yn+1 — ¢(xn:yn:h) (11)

onde ¢ é uma funcdo que depende de x,,,y, € h.

Definicao 3.3. (Ordem). O método (15) é de ordem q, se g € o maior inteiro tal que

y(x + 1) = y(x) — hep(x; y(x); 1) = 0(119*1), (12)
onde y(x) é a solucdo exata do PVI dado por (2).

Definicdo 3.4. O Método Geral de Runge-Kutta de R estagios é definido por

Yne1 — Yn = Udn; Y5 1), (13)

onde
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R

¢ly; ) = Zcrkr

r=1

ey = flxy) : (14)
r—1

kr = f<‘x+a‘r'hly+[zbrsks) ,T:2,3,,R
s=1

Para se obter Métodos de Runge-Kutta deve-se determinar as constantes c,., a, € b,
da Definicdo 3.4. Determina-se estas constantes comparando a expansdo da funcédo
¢(x; y;[1), definida por (14), em poténcias de (1, com a fungdo ¢, (x;y; h) desenvolvida
através da expansao em série de Taylor [8], ho sentido de se obter métodos de determinada

ordem.

3.4.1. Métodos de Runge-Kutta de ordem dois

De inicio obtém-se métodos de Runge-Kutta de dois estagios. Para isso, considera-se
R = 2 na Definicédo 3.4, ou seja,

oy h) = C1ky + 2k,
k1 = fy) ) (15)
k, = f(x+ayh;y+ ha,f)
np; = 21

Desenvolvendo k, em série de Taylor em torno do ponto (x;y), obtém-se

(azh)z
ky = f(xy) + axfy(xy) + (hay ff, O y) + fox(x; ) 16)
2
+(a2h)(ha2f)fxy(X; Y) t— ( Zf) fyy(x y) + 0(h3)
e substituindo em (15), tem-se
2
dCyh) = (¢ +c)f + Czazh(fx + fy) +— (@ ) CZ[fxx +2ffuy + fyny] (17)
+0(h®),
Agrupando os termos de mesma poténcia de h e denotando por
F=fx+fyf e G=fxx+2ffxy+fyyf2' (18)
tem-se
2
¢(x;y;h) = (¢1 + c)f + c,a,hF + (azzh) c,G + 0(h3). (19)

Agora expandindo a funcao ¢ (x; y; h) em série de Taylor, tem-se

h h?
SrC6yih) = f 457 (e + ) + 57 (a + 2fnf + fiuf? + iy + £7£) + 0. (20)

Agrupando os termos semelhantes e usando (18), obtém-se
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h h?
dr(x;y; h) =f+§F+§[G+fyF]+0(h3). (21)

Para determinar um método de dois estagios e ordem maxima, compara-se (19) com

(21). Em particular, impondo a igualdade até termos de 0(h?), tem-se

1 + Cy =
(22)

C2a; =

N ==

Resolvendo esse sistema obtém-se Métodos de Runge-Kutta de ordem dois. Além
disso, como o sistema (22) possui duas equacdes e trés incognitas, este possui infinitas
solucBes e portanto pode-se afirmar que existem infinitos Métodos de Runge-Kutta de dois
estagios e ordem dois.

Observe que para se obter um Método de Runge-Kutta de dois estagios e ordem trés,
€ necessario que além de (22) tenha-se

asc, 1 1
—Z)lg== 23
< > 6)6 fF . (23)

A igualdade acima s6 pode ser satisfeita impondo severas condi¢cdes sobre a fungéo
f, e portanto ndo existem Métodos de Runge-Kutta de dois estagios e ordem trés [6].
Atribuindo um valor para uma das constantes em (22), obtém-se as outras duas, em
funcéo desta. Os Métodos de Runge-Kutta de dois estagios e ordem dois, mais usados sao
os Métodos de Euler Modificado e Euler Melhorado conforme descritos a seguir.
o Método de Euler Modificado: Considerando ¢; = 0 em (22) tem-se ¢, =1 e
a, = 1/2, portanto de (15), segue que
Yn+1 = Yn + hkz, (24)
onde
ki = f(ns yn)
ke = f(x +%h;yn +%hk1)'

gue é conhecido como Método de Euler Modificado. Observe que apesar de k; ndo

(29)

aparecer explicitamente, ele deve ser calculado a cada passo.
. Método de Euler Melhorado: Analogamente, considerando ¢; = 1/2 tem-se

c; =1/2 e a, =1, portanto

h
Yns1 = Yn 5 (ka k), (26)
onde
k, = f (ns Yn) (27)
kz = f(xn + h, y‘l’l + hkl) ’

gue é conhecido como Método de Euler Melhorado.
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3.4.2. Métodos de Runge-Kutta de ordem trés

Para obter Métodos de Runge-Kutta de trés estagios, deve-se além do que jé foi feito
anteriormente, desenvolver também k5 em série de Taylor, pois os Métodos de Runge-Kutta
de trés estagios sado obtidos a partir de

Yn+1 = N+ h(ciky + c2k; + c3k3), (28)
onde, k, e k, possuem as mesmas expressdes do método de dois estagios e,
ks = f(x + hag;y + h(az — bsz)ky + bszks), (29)
desde que a3 = b3, + b3,. Deve-se entdo agrupar os termos semelhantes e compara-los com

a ¢r(x;y; h) para se obter Métodos de Runge-Kutta de trés estagios até 0(h3). Assim

(( 1+t = 1
1
(Y05 + C30s3 = E

< 1, (30)
c3bsa, = 6
2 2 1
[2[2 + [3[3 = 5

gue € um sistema de quatro equacdes e seis incognitas. Atribuindo valores a duas das
variaveis obtém-se as outras quatro em funcdo destas. Novamente tem-se infinitos Métodos
de Runge-Kutta de trés estagios e ordem trés, dentre eles destacam-se os Métodos de Heun
e Nystrom.

e Método de Heun: Considerando ¢; = 1/4 e ¢, = 0 em (30), obtém-se ¢; = 3/4, az = 2/3

e a, qualquer. Escolhendo a, = 1/3 tem-se b3, = 2/3. Portanto

Yosi = vt (s +3ks) ey
onde
ko = f G ) (32)
ke = f(x +§h;yn +§hk1)’
k; = f(xn +Eh;yn +zhk2>
3 3
gue é conhecido como Método de Heun.
. Método de Nystrom: Escolhendo ¢, = c; € a, = a3 e substituindo na segunda
e quarta equacdes de (30), tem-se
_ 1
T (33)
;a3 = A
Resolvendo (33) obtém-se a; = 2/3 = a, e ¢; = 3/8 = ¢,. Substituindo esses valores

em (30) tem-se c; = 1/4 e b3, = 2/3 [6]. Logo
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h 3 34
Ynt1 = Yn +Z[k1 +E(k2 + k3)]' ( )
onde
ki = fQnyn) (39)
2 2
k, = f(xn +2 iy +§hk1>’
2 2
k3 = f(xn+§h,yn +§hk2)

gque é conhecido como Método de Nystrom.

3.4.3. Métodos de Runge-Kutta de ordem quatro

Neste caso, a comparacdo de ¢ com ¢, para se obter Métodos de Runge-Kutta de
guatro estagios e ordem maxima, fornece um sistema de 11 equacdes e 13 incognitas. Cada
solucdo desse sistema define um Método de Runge-Kutta com ordem quatro. Portanto
existem infinitos Métodos de Runge-Kutta de quatro estagios e ordem quatro [6].

Os dois métodos mais utilizados de Runge-Kutta de quatro estagios e ordem quatro

sdo dados por

h
Yn+1 = g[k1+2(k2+k3)+k4]
0 , (36)
Yne1 = Yn+g[k1+2(k2+k3)+k4]
onde
ki = f(xnyn)
1 1
ky, = f(xn+—h;yn+—hk1)
N (37)
[3 = D([r+§[;Dm+§D]2)
04 = 0005+ 0;04+ 003)
e
h
Yne1 = glki+3(ky + k3) + k4]
L : (38)
Yn+1 = Yn+§[k1+3(k2+k3)+k4]
onde
ki = f(xnyn)
1 1
kz = f(xn +§h, yTl +§hk1)
) ; . (39)
O3 = O|{Oo+30;00—3 (L4 + )
g = O(00+ 0004+ 00— D+ 03)
Neste artigo utiliza-se o0 método dado por (38).
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Pelo que foi observado a impresséo é que se pode obter sempre Métodos de Runge-
Kutta de R estagios e ordem R. Entretanto, \cite{Butcher}, provou a néo existéncia de Métodos

de Runge-Kutta de cinco estagios e ordem cinco. Na pratica os métodos de Runge-Kutta
mais utilizados sdo os de ordem quatro.

4. APRESENTACAO DA MAPLET

Na Figura 1, pode ser vista a interface grafica da Maplet desenvolvida e, a seguir,
destacam-se algumas das funcionalidades do software.

W Metodos Lineares de Paszo Mimplo

3 Teons Ajuc

Vessizacis Grafics

Euter MaYurads

Edac Vodtoage

Figura 1. Tela inicial da Maplet “Métodos Lineares de Passo Multiplo”.

1. Nesta area, podem ser vistos os campos de entrada, com os lugares onde deverao ser
preenchidos:
e afuncéo f(x;y);
e 0s valores minimo e maximo para a variavel independente, x;
e aquantidade de subintervalos, ou passos que serdo dados dentro do intervalo [a, b];
e a condicéo inicial para a resolugdo de um dado PVI, y(a) = «a;

e 0 botéo para a visualiza¢do do gréfico e campo de direcdo da solucdo analitica, se
existir.
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2. Nesta area podem-se ver os gréficos obtidos por qualquer um dos métodos
implementados além de, ao final, visualizar a comparacao entre os resultados graficos
advindos de todos os métodos.

3. Nesta &rea estdo disponiveis para o usuério, botbes com cada um dos métodos
numeéricos implementados: Euler, Regra do Ponto Médio, Adams-Bashforth, Euler
Melhorado, Euler Modificado, Heun, Nystrom e Runge-Kutta quatro.

4. Nesta area pode-se observar os resultados numéricos obtidos pela resolucao, existe
também a possibilidade de visualizar a comparacéo entre os resultados individuais de
cada método, além da comparacdo entre os resultados analiticos, quando existirem, e
numéricos, neste caso, pode-se analisar os valores obtidos para os erros absoluto e

relativo.

5. APLICACAO DA MAPLET PARA A RESOLUCAO DE UM PVI
Na Secado 3 os Métodos Lineares de Passo Multiplo foram abordados e, na Se¢éo 4
as funcionalidades gerais da Maplet programada foram apresentadas. Nesta se¢éo, a titulo

de exemplo, utiliza-se a Maplet para a resolucéo do seguinte PVI

{y’ =y (40)
y(0)=3"

Este PVI ser resolvido utilizando os métodos descritos e comparando-os, a Figura 2
apresenta a resolucao do problema pelo Método de Runge-Kutta de Ordem quatro e, nela
pode ser vista a comparacao feita entre os resultados analiticos e numéricos obtidos para este
problema.

Adiante, na Figura 3, pode ser vista a comparacdo entre todos os métodos
implementados no mesmo sistema de coordenadas, na tabela abaixo do grafico ha os valores
numeéricos para cada método, € possivel, portanto, observar que a melhor aproximacgao para

este caso, foi a descrita pelo Método de Runge-Kutta de Ordem quatro dado por (36).
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Figura 2. Resolugéo do PVI (40) pelo Método de Runge-Kutta de Ordem 4.
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Figura 3. SolugBes Numéricas obtidas para cada um dos métodos implementados.

6. CONCLUSOES
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Neste artigo apresentou-se um PVI e teoremas que garantem a existéncia e unicidade
de sua solugcdo. No decorrer, descreveu-se alguns dos Métodos Lineares de Passo Multiplo
Explicitos utilizados para resolve-lo numericamente, os quais, foram implementados em uma
Maplet programada via Maple 16, a fim de tornar clara a analise dos resultados obtidos por
estes métodos.

A utilizagdo da Maplet possibilitou a visualizag@o grafica do comportamento de cada
método e permitiu a conclusao de que todos eles obtiveram uma boa aproximacao da solucéo
analitica, no entanto, a melhor aproximacao foi descrita pelo Método de Runge-Kutta de
Ordem quatro.

Além disso, este trabalho contribui ainda como fomento a utilizacdo de softwares

matematicos como ferramenta adicional para a atividade docente e discente.
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