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RESUMO

Este trabalho apresenta uma metodologia para a identificacdo de uma unica inclu-
sdo em um dominio condutor baseada em medidas de potencial elétrico no contorno
externo do corpo devido a injecao de corrente elétrica. O contorno da inclusao é apro-
ximado por uma curva cujo modelo € denominado Extended X-Spline e permite iden-
tificar inclusées com contorno suave ou anguloso. Neste trabalho, o problema direto é
resolvido por uma implementacéao da formulacéo direta do Método dos Elementos de
Contorno e o problema inverso é resolvido pelo Método de Levenberg-Marquardt. Tal
método exige o calculo das derivadas da funcao objetivo em relacao as variaveis de
otimizag&o, que aqui sédo aproximadas por diferengas finitas. Este trabalho apresenta
uma metodologia para o aumento do numero de variaveis de otimizagdo ao longo
da solucédo do problema inverso de modo a melhorar a qualidade dos resultados de
identificacao.

PALAVRAS-CHAVE: Problemas inversos, Otimiza¢cdo, Método de Levenberg-Mar-
quardt, Método dos Elementos de Contorno

ABSTRACT

A STRATEGY FOR PARAMETRIZATION REFINEMENT IN THE SOLUTION OF A
GEOMETRIC INVERSE PROBLEM

This paper presents a methodology for identifying a single inclusion in a conductor do-
main based on the knowledge of measured electrical potentials on the external boun-
dary of the conductor body due to known injected electrical currents. The inclusion
boundary is approximated by an Extended X-Spline, that allows identify inclusions with
smooth or sharp boundary. In this work, the forward problem is solved by an imple-
mentation of the direct formulation of the Boundary Element Method (BEM) and the
inverse one is solved by Levenberg-Marquardt method, which requires the evaluation
of the objective function derivatives, here approximated by finite differences. This work
presents a methodology to increase the number of optimization variables during the
solution of the inverse problem in order to improve the quality of the results.

KEYWORDS: Inverse problems, Optimization, Levenberg-Marquardt Method, Boun-
dary Element Method
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1. INTRODUCAO

O problema tratado neste trabalho se refere a identificacao de inclusées com di-
ferentes condutividades em um corpo homogéneo baseando-se somente em injecéao
de corrente elétrica e medidas de diferengas de potencial entre eletrodos dispostos
no contorno externo do corpo. Este problema inverso esta relacionado ao problema
da Tomografia por Impedancia Elétrica (TIE), descrita, por exemplo, em [1] e [2], com
diversas aplicagcdes na area médica, em controle de processos industriais, entre ou-
tras. Na area médica, esta técnica pode ser utilizada para identificagdo de tumores,
diagnéstico de cancer de mama e monitoramento de atividade pulmonar, cerebral,
cardiaca, entre outras [3] - [9]. O interesse da area médica no estudo da TIE se deve
a sua importante caracteristica de ser livre de radiacao ionizante, o que torna a técnica
viavel para monitoramento de pacientes por longos periodos. Outras vantagens desta
técnica sdo sua portabilidade e baixo custo quando comparada com técnicas tradici-
onais como ressonancia magnética e tomografia computadorizada. Por outro lado, a
resolucao espacial das imagens resultantes da TIE é reconhecidamente menor que a
obtida com as técnicas citadas.

Neste trabalho, o problema inverso da reconstrugdo da imagem da distribuicao
de condutividades de um dominio bidimensional é resolvido como um problema de
ajuste de parametros geométricos. Uma vez que os valores dos potenciais elétricos
nos eletrodos sdo conhecidos para um determinado padrdo de injecao de corrente
elétrica, o objetivo da metodologia é encontrar o vetor de parametros x* que gera o
conjunto de valores de potencial no contorno que melhor ajusta os valores medidos.
Este vetor tem n elementos e define a distribuicdo de condutividades, o que pode ser
visto na Secédo 4. Com esta estratégia, o problema é matematicamente descrito da
seguinte forma:

X" = arg mxin {F(x)} , (1)

F(x) = %f(x)Tf(x) , com f(x)=2z(x)-2, (2)

onde f : R® — R™ é funcdo da diferenca entre potenciais medidos (z € R™) e os
calculados (z(x) € R™), m € o numero de medidas de potencial, que depende do
namero de eletrodos e do padrao de injecdao de corrente elétrica e n é o numero de
varigveis de minimizagéo. A funcao F'(x) é conhecida como fungéo objetivo.

Para resolver o problema de minimizacao apresentado, o método conhecido como
Levenberg-Marquardt, descrito por exemplo em [10], foi escolhido por ser um dos
melhores métodos para a solugcao de problemas de minimos quadrados nao-lineares,
segundo [11] e [12]. Os experimentos numéricos apresentados neste artigo foram
realizados utilizando a implementacéo disponivel no pacote de rotinas MINPACK-1,
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brevemente descrita na Secéo 3.

2. PROBLEMA DIRETO

O problema direto relacionado ao problema inverso em questao consiste no cal-
culo do potencial elétrico nos eletrodos do contorno externo do dominio, conhecida
a corrente elétrica injetada em cada um dos casos de solicitacdo. Tal problema re-
cai na equacao de Laplace apds adotadas hipdteses simplificadoras das equacdes de
Maxwell, o que pode ser encontrado, por exemplo, em [13]. Um dominio constituido
de um material principal com inclusées de materiais de diferentes condutividades elé-
tricas, conforme apresentado na Figura 1, pode ser dividido em subdominios homogé-
neos nos quais os valores de potencial © em cada ponto x deve satisfazer a equacgao
de Laplace,

V2ur(X) =0, X €y , (3)

onde ;. é o k-ésimo subdominio. Neste trabalho, assume-se que o valor da conduti-
vidade o, de cada subdominio é conhecido. A subregi&o principal € representada por
2 e cada inclusdo por €, com k > 0.

As condicdes de contorno e de compatibilidades nas interfaces séo:

up(x) =0, xel§ (4)
ou
aoa—rf = J(x), xel], (5)
UO(X) = uk(X) , XeTlg (6)
0 0
05 (X) = —ou s (X)X € Do, 7)

onde n é o vetor normal ao contorno, o,0ux/0n = o, Vuy - n € o fluxo elétrico, T'y € 0
contorno externo do dominio, Iy, é a interface entre os subdominios 2, e 2, e J(X) €
a densidade de corrente prescrita. Para cada caso de carregamento, um eletrodo (')
€ tomado como referencial para as medidas de potencial e tem valor nulo prescrito,
no restante do contorno (I'y), a densidade de corrente é prescrita, sendo unitaria nos
dois eletrodos utilizados para injecao de corrente e nula no restante do contorno.

A solucao da Equacao 3 para cada subregiao é obtida pelo Método dos Elemen-
tos de Contorno (MEC). Detalhes sobre esta técnica podem ser encontrados em [14].
A fim de resolver numericamente a equagéao integral do MEC para problemas de po-
tencial, o contorno do corpo é discretizado em N, elementos e as interfaces entre as
subregides em N, elementos. Neste trabalho, o elemento adotado aproxima a geo-
metria linearmente e interpola de forma constante o valor do potencial elétrico. Tal
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I=1

FIGURA 1: Dominio heterogéneo dividido em subregides homogéneas.

procedimento resulta em um sistema linear de equacgdes, que pode ser escrito da
seguinte forma:

Hu = Ggq (8)

onde H e G s&o matrizes de ordem igual ao numero de nds usados na aproxima-
cao funcional e u e ¢ sdo vetores que guardam os valores do potencial elétrico e sua
derivada na dire¢gdo normal externa ao contorno, respectivamente.

A introducédo das condigdes de contorno e de compatibilidade é feita pelo reorde-
namento de colunas das matrizes H e G, de forma que os valores incognitos sejam
coletados em y, resultando no seguinte sistema de equagdes lineares:

Ay=b, (9)

onde A é uma matriz cheia e ndo simétrica e b é o vetor independente do sistema
linear. O numero de incognitas é dado pelo numero de nés funcionais dos elementos
do contorno externo mais duas vezes o numero de nos funcionais dos elementos
das interfaces. Neste trabalho, resolve-se o sistema por meio da implementagéo da
decomposicao LU do pacote LAPACK, disponivel no repositério Netlib (http.//www.net-
lib.org/lapack).

Uma vez determinadas as incognitas, os valores de potencial dos elementos loca-
lizados no centro dos eletrodos que nao sao utilizados para injecao de corrente ou que
n&o possuem valor de potencial prescrito, sdo armazenados no vetor z(x) para que a
funcao objetivo, Equacéo 2, seja avaliada.

3. SOLUCAO DO PROBLEMA INVERSO: LEVENBERG-MARQUARDT

Como dito anteriormente, o problema inverso em questao pode ser tratado como
um problema de minimos quadrados. No presente trabalho, as fun¢des F'(x) e f(x)
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dependem de x de forma nao-linear. A solucao deste problema é obtida por meio do
método de Levenberg-Marquardt, cuja descricdo encontra-se, por exemplo, em [10].
Este método pode ser considerado como um método de Gauss Newton modificado, no
qual o vetor de varidveis x no passo k + 1 é calculado a partir das variaveis do passo
anterior da seguinte maneira:

X1 = X+ 84(n) (10)
com
85 (1) =~ I ) I (11)

onde | é a matriz identidade, J é a matriz jacobiana que guarda as derivadas primeiras
da funcdo vetorial f em relacao as variaveis de minimizacéo e u € o fator de amorteci-
mento que modifica 0 método de Gauss-Newton. O Método de Levenberg-Marquardt
pode sofrer variagdes na sua implementacdo dependendo, por exemplo, de como o
parametro ;. é atualizado.

Neste trabalho, utiliza-se a implementagdo do método de Levenberg-Marquardt
fornecida pelo MINPACK-1, um pacote de subrotinas implementadas em Fortran para
resolucdo numérica de equacdes nao-lineares e problemas de minimos quadrados
nao-lineares, disponivel no repositério Netlib (http.//www.netlib.org/minpack).

Os experimentos numéricos apresentados neste trabalho foram obtidos utilizando-
se a subrotina denominada LMDIF, que exige apenas o célculo da funcao vetorial f(x).
A matriz jacobiana € aproximada por diferencgas finitas.

4. PARAMETRIZACAO

Neste trabalho, as interfaces entre as regides com diferentes condutividades séao
aproximadas por curvas definidas por Extended Cross-Splines ou, abreviadamente,
Extended X-Splines [15]. Neste modelo de curva, cada ponto de controle i possui
como atributos suas coordenadas (z;,y;) € um parametro adicional s; € [0,1] que
permite que a curva C(t) aproxime suavemente os pontos de controle ou interpole-os
formando angulos. Em outras palavras, pode-se dizer que tal parametro controla a
distancia entre a curva e cada ponto de controle. Neste trabalho, esta caracteristica
permite a identificacdo de inclusdes de diferentes formas geométricas, sejam elas
suaves ou nao.

Para inclusbes com geometrias simples, isto €, que possam ser representadas por
X-Splines de até quatro pontos de controle, a resolucéo do problema inverso € dividida
em duas etapas. Na primeira, as variaveis de minimizagéo sdo as coordenadas dos
pontos de controle da spline que aproxima o contorno da inclusdo. Assim, o vetor de
variaveis X é:

Vetor, Rio Grande, v.19, n.2, p. 37-50, 2009. 41



X = {1’17?/171’273/27 "‘anCpayTLCp} 3

onde ncp € 0 numero de pontos de controle. Neste caso, considera-se que os parame-
tros s; sdo constantes ao longo do processo de minimizagcdo. Desta forma, o numero
de variaveis de minimizacédo n é dado pelo dobro do numero de pontos de controle.
Ao final desta etapa de minimizacéo, tem-se uma aproximac¢ao melhor para a posicao
e tamanho da inclusdo, em relagcdo a aproximacao inicial.

Na segunda etapa do processo de minimizacgao, as variaveis sao:

X = {xlayla 517372792, SZ> «ooy Tnepy Yneps Sncp} )

onde S; € R define o pardmetro s; € [0, 1] de acordo com a seguinte expressao:

-1 )

™

Esta troca de varidveis € utilizada para permitir o uso do algoritmo de minimizagéao
escolhido, desenvolvido para resolver problemas sem restricéo.

A segunda etapa da minimizagcdo tem como aproximacao inicial, um vetor for-
mado pelas coordenadas dos pontos de controle resultantes da primeira etapa da
minimizac¢ao, juntamente com os parametros S; referentes aos s; fornecido no inicio
do processo. Esta etapa permite encontrar aproximacoées melhores para a forma da
incluséo, seja ela suave ou angulosa.

5. REFINAMENTO PROGRESSIVO

A parametrizacao por splines permite a representacdo de geometrias tanto mais
complexas quanto maior 0 niumero de pontos de controle, isto é, maior o numero de
graus de liberdade. Entretanto, observa-se que quanto maior o numero de pontos
de controle da aproximacéao inicial, associado ao numero de variaveis do problema
de minimizacdo, maior a possibilidade de geracao de geometrias infactiveis, o que
prejudica a convergéncia do procedimento de minimizacao para a identificacdo da
geometria desejada. Isso se deve ao fato de que o algoritmo utilizado foi desenvolvido
para problemas sem restricdo, condicdo que o problema em questao, da forma como
esta formulado, ndo atende, uma vez que as inclusdes devem estar no interior do
dominio em estudo e a malha de seu contorno ndo pode se cruzar. Desta forma,
nao obtendo sucesso na identificacao de inclusbes com geometrias mais complexas,
a estratégia aqui denominada Refinamento Progressivo foi implementada.

O Refinamento Progressivo consiste em iniciar a solu¢cdo do problema inverso
dando como aproximacéo inicial uma spline com poucos pontos de controle, por exem-
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plo, quatro pontos. Alcancado o critério de parada do método de minimizacao, tal
processo é interrompido e a geometria resultante recebe um novo ponto de controle,
aumentando seu numero de graus de liberdade, mantendo inalterada sua geometria.
Em seguida, a curva definida por esse novo conjunto de pontos retorna ao processo
de minimizagdo como uma nova aproximagao inicial e € feita mais uma execuc¢ao do
método de minimizacao. Repete-se este procedimento até atingir o numero de pontos
de controle necessario para uma reducao satisfatéria da funcao obijetivo.

Todavia, para que a geometria nao seja alterada com a inclusao de um novo ponto
de controle, foi desenvolvido um procedimento para a determinacdo da posicédo dos
pontos de controle da nova curva. Inicialmente, a inclusdo do novo ponto se da na
subdivisdo do segmento de reta que une os dois pontos de controle adjacentes mais
distantes. A curva resultante € sensivelmente diferente da curva original, com menos
pontos. Isto pode ser observado na Figura 2, que mostra uma spline de quatro pontos
(verde) originada a partir de uma de trés pontos (vermelha) e o quanto sao diferentes.

FIGURA 2: Comparacao entre a spline original com trés pontos de controle (vermelho) e
curvas com quatro pontos de controle, antes da otimizagdo (verde) e ao final do processo
(azul). Os pontos de controle de cada curva sao apresentados.

Desta forma, implementou-se uma estratégia visando a adaptacédo desta nova
curva a geometria original. Como a variagdo da curva em fung¢do da posi¢ao dos
pontos de controle € um problema nao linear, este foi resolvido também como um pro-
blema de otimizacao por meio do Método de Powell, escolhido por sua simplicidade.
Neste caso, as variaveis de otimiza¢ao sao as coordenadas dos pontos de controle da
nova curva.

Neste caso, a fungéo objetivo a ser minimizada é uma fungéo da diferenga entre
a curva original e a curva com um ponto de controle a mais. Para a sua avaliagao,
faz-se uma analogia com o fenémeno fisico da difusdo. Pelo efeito da difusdo, a distri-
buicdo da concentragdo ao longo de um dominio que contenha a curva original pode
ser representada por uma superficie suave. Este procedimento de suavizagao é feito
mantendo-se a concentragdo ¢ = 1 nos pontos correspondentes a curva original. Para
cada passo de tempo, a concentracdo em cada né i,; da malha é calculada pelo
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Método das Diferencas Finitas da seguinte forma:

n mn At n n n
Gy’ =iy kg (g — 26+ ) + (13)
At n n n
kAyg (Ci,j—H - QCi,j + Ci,j—l)

onde ¢ é a concentragdo e k£ € uma constante (k = 1).

Toma-se um instante de tempo no qual a distribuicdo da concentracao ao longo do
dominio seja suficientemente suave e utiliza-se para a avaliagdo da fungao objetivo.
Esta distribuicdo em um dado instante de tempo e a curva original podem ser vistos
na Figura 3.

FIGURA 3: Em vermelho a curva e em verde a concentracao correspondente.

Assim, tanto a curva original quanto a curva candidata a solug¢édo sao discretizadas
e, para cada um destes nds, existe um valor de concentracdo associado. Neste caso,
a funcéo objetivo consiste em se fazer a diferenca entre as concentragées médias da
curva original (c = 1) e da nova. Definindo-se a fungao objetivo desta forma, pode-se
concluir que seu minimo ocorre para a coincidéncia geométrica das curvas. A Figura
2 apresenta a curva original e a spline de quatro pontos, obtida com o procedimento
descrito.

Desta forma, para problemas de identificacdo de inclusbes com geometrias mais
complexas, repete-se o Refinamento Progressivo quantas vezes necessarias durante
a primeira etapa do processo de solucdo do problema inverso, descrita na Secéo 4.,
passando-se, em seguida, a segunda etapa.

5.1 Método de Powell

O método de Powell € um método classico de programacdo matematica de or-
dem zero, isto é, que ndo depende de informacdes sobre derivadas da funcao objetivo
e fundamentado no conceito de diregcdes conjugadas. Apresenta a caracteristica de
convergéncia em um numero finito de iteragdes para um problema quadratico sem
restricbes. Este método inicialmente procura 0 minimo sequencialmente nas direcoes
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das variaveis de projeto. Apds esta sequéncia de buscas lineares, define uma nova
direcao de busca ligando o ponto de partida ao ponto obtido ao final do procedimento.
Esta nova direcao substitui uma das dire¢cdes originalmente adotadas, usualmente a
gue promoveu o menor decréscimo na funcao objetivo. Este conjunto de minimiza-
cbes seguido da atualizacdo de uma das direcbes de busca é chamado de iteracao
do método que é repetida até a convergéncia. No presente trabalho foi utilizada a
implementacao do Método de Powell disponivel em [16].

6. EXPERIMENTOS NUMERICOS

Para testar a metodologia proposta para a identificacdo de inclusées em um do-
minio condutor, medidas de potencial elétrico foram simuladas computacionalmente
através da solucao do problema direto via Método dos Elementos de Contorno para
um dominio quadrado com uma inclusdo de forma e posicao conhecida e condutivi-
dade dez vezes maior que a condutividade do meio principal. Neste trabalho, todas as
simulacdes foram feitas utilizando-se dezesseis eletrodos colocados no contorno ex-
terno do dominio. O padréao de injecao de corrente elétrica utilizado € o diametral, no
qual toma-se o par de eletrodos dispostos diametralmente para injegédo de corrente.
Séo utilizados oito casos de solicitacdo, cada um gerando 13 medidas de potencial
nos eletrodos restantes. Assim, o numero total de medidas é m = 104. Nestes ex-
perimentos, o valor do parametro h utilizado para aproximar a matriz jacobiana foi
tomado como a raiz quadrada da precisdo do calculo da funcéo objetivo. Tal precisdo
foi determinada por uma analise de convergéncia apresentada em [17] .

6.1 Identificacao de Inclusoes Simples

A partir de uma aproximacao inicial com forma suave, é possivel identificar a po-
sicao da inclusdo e aproximar seu tamanho ao final da primeira etapa, o que é apre-
sentado na Figura 4.

Este resultado é usado como aproximagao inicial para a segunda etapa, uma nova
execucao do procedimento de minimizagdo com um numero maior de variaveis, que
cresce de oito para doze. Ao final desta etapa, uma melhor aproximacao para a forma
da inclusdo é obtida. A Figura 5 apresenta o detalhe da geometria da inclusao identi-
ficada em comparacao com o alvo.

A Figura 6 apresenta a solucao final para a identificacdo de uma inclusdo cujo
contorno é definido por uma spline de quatro pontos de controle, sendo um deles
interpolado pela curva. Deve-se notar que a aproximacao inicial € dada por uma curva
suave de quatro pontos de controle.
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Aprox. Inicial - F = 0.15E+01 AN
Result. Intermed. - F=0.51E-04 ——<—
Alvo

FIGURA 4: Resultado obtido na primeira etapa da minimizagao.

Result. Final - F = 0.42E-06 ——¢—
Alvo

FIGURA 5: Resultado obtido na segunda etapa da minimizagao.

Aprox. Inicial - F=0.13E+01 - - - - -
Resultado — F = 0.33E-06 ——<—
Alvo

FIGURA 6: Identificacdo de inclusdo com contorno nao totalmente suave.
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6.2 Inclus6es mais Complexas - Estudos Preliminares

Para testar a metodologia proposta para identificacdo de inclusées com formas
um pouco mais complexas, inicialmente, resolve-se o problema inverso tomando-se
como aproximagao inicial para o contorno da inclusdo, uma spline com sete pontos de
controle. A Figura 7 apresenta a geometria obtida com esta aproximacao inicial. Como
dito anteriormente, aproximacgdes iniciais com muitos graus de liberdade dificultam a
convergéncia do método para a solucao desejada.

Assim, para este mesmo problema, testa-se a estratégia de Refinamento Pro-
gressivo, iniciando o procedimento de solucédo do problema inverso a partir de uma
inclusdo com contorno definido por quatro pontos de controle. Deve-se observar que
estes quatro pontos foram escolhidos entre os sete pontos usados na primeira aproxi-
macao. Neste caso, chega-se a uma aproximagao melhor para a geometria desejada,
como mostra a Figura 8 e o valor da funcao objetivo é significativamente menor que
no primeiro caso.

e Rprox, Tnicial — = 0.14Ex01 5 - -
Resultado — F = 0.15E-02
Alvo

FIGURA 7: Identificacao de inclusao a partir de spline com sete pontos de controle.

Outro problema estudado trata de uma inclusdo com contorno gerado por uma
spline que interpola seus sete pontos de controle gerando uma geometria angulosa
como alvo. Utilizando a mesma aproximacao inicial do problema anterior, com con-
torno suave e poucos pontos de controle, chega-se ao resultado apresentado pela Fi-
gura 9. Tal resultado, obtido empregando-se a estratégia do Refinamento Progressivo,
possui qualidade muito superior ao resultado obtido a partir da aproximacéo inicial
com sete pontos de controle utilizada no problema anterior.
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Aprox. Inicial — F = 0.15E+01
Resultado — F = 0.20E-05
Alvo

FIGURA 8: Identificacao de inclusdo a partir de spline com quatro pontos de controle.

Aprox. Inicial — F = 0.22E+01

Resultado — F = 0.66E-04
Alvo

FIGURA 9: Identificagédo de inclusdo com contorno ndo suave, a partir da aproximagao inicial
usada no problema anterior.

7. CONCLUSOES

Pode-se considerar que o procedimento utilizado para resolugdo do problema
inverso da identificagdo de inclusbes em dominio condutor, método de Levenberg-
Marquardt com aproximacao das derivadas da funcao objetivo por diferencas finitas,
foi capaz de identificar as inclusdes propostas, sendo que as respostas sdo melhores
guanto menor o niumero de variaveis necessario para representar a solugao.
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Conclui-se também que o modelo de Extended X-Splines permite a identificacao
de inclusdes com forma suave ou com cantos. A primeira etapa da minimizacao, cujas
varidveis sao as coordenadas dos pontos de controle, € responséavel pela dimensao
e localizacao da inclusdo, enquanto que a segunda etapa, com introducéo dos pa-
rametros s ao vetor de variaveis, contribui sensivelmente para o ajuste da forma da
inclusao.

Ainda em relacao a variacao do numero de parametros ao longo do procedimento
de solucao do problema inverso, considera-se que a estratégia de Refinamento Pro-
gressivo, permite uma melhor aproximagdo da forma da inclus&o inicial e, de fato,
minimiza os problemas que aproximagdes iniciais com muitas variaveis impdem a con-
vergéncia.

Extensdes deste trabalho podem se dar em relagdo ao tratamento de problemas
de identificacdo de mais de uma inclusao, consideragéo de suas condutividades como
incognitas e verificacdo da metodologia proposta quanto a presenca de ruido nas me-
didas.
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