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Resumo - Em 1926, Erwin Rudolf Josef Alexander Schrodinger descreveu o
comportamento do movimento de um elétron em seu estado estacionario. O mesmo
formulou a equagao considerada o embasamento inicial da teoria quantica. Com o
objetivo de compreender a relagdo da matematica com diversas outras areas do
conhecimento, fez-se um estudo da resolugdo analitica da equagao de Schréondinger
em coordenadas esféricas e, a partir dos resultados encontrados, foram feitas
simulagdes que possibilitaram descrever os niveis de energia do elétron do atomo

de hidrogénio.
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Abstract — In 1926, Erwin Rudolf Josef Alexander Schrddinger described the
behaviour of the motion of an electron in a stationary state. The same formulated the
equation considered to be the initial foundation of quantum theory. Aiming to
understand the relationship of mathematics with several other fields of knowledge, he
made a study of the resolution of analytical Schrondinger equation in spherical
coordinates and, based on the results, simulations were made which allowed to

describe the energy levels of electron of the hydrogen atom.
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INTRODUGAO

Mecéanica quantica € um ramo da fisica que estuda o movimento dos pequenos
elementos, denominados de “particulas”, que formam a matéria, ou seja, atomos,
moléculas e elétrons. As particulas microscopicas, como os elétrons, ndo se movem
seguindo as leis classicas do movimento, dadas pela mecanica newtoniana. Essas
particulas, porém, seguem outras leis que parecem ser mais apropriadas para a
propagacdo de uma onda. Assim, um movimento ondulatério sera totalmente
conhecido, se for conhecida a dependéncia espacial e temporal da fungao de onda.

Foi a partir do artigo de Erwin Schrodinger (1887-1961), intitulado “An
Undulatory Theory of the Mechanics of Atoms and Molecules”, que surgiu o interesse
em investigar a relagao entre a matematica com a fisica quantica, tratada no referido
artigo. Dessa forma, o objetivo deste trabalho foi investigar a equacédo de
Schrédinger, analisando os conceitos matematicos empregados e relacionando-os
com outras areas do conhecimento, como fisica e quimica.

Para isso foi feito um levantamento bibliografico com objetivo de investigar
quais teorias da fisica-matematica seriam importantes para a compreensdo da
equagao quando aplicada ao atomo de hidrogénio, bem como quais os
procedimentos necessarios para a obtencido de sua solugao analitica. Apés, deu-se

continuidade ao trabalho com uma aplicacdo da teoria estudada na resolucao
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analitica da equagado de Schrdodinger no sistema de coordenadas esféricas,
especificamente para o 4tomo de hidrogénio.

A ultima etapa foi a da simulagdo da solucdo analitica, usando o aplicativo
matematico Maple 10. A partir da sistematizagcdo das teorias investigadas nas
etapas anteriores, foram realizadas simulagdes, que possibilitaram, através de
andlise da solugcdo da equagao de Schrodinger, a comprovagdo dos resultados
obtidos com a teoria da fisica quantica. Utilizou-se também, o software Hydrogenic
Atom Viewer v.15 [2] para provar a veracidade das respostas de formas e posicoes

para o atomo de hidrogénio.

MATERIAL E METODOS

A descricdo matematica de muitos fenbmenos fisicos é feita por fungdes que
envolvem duas ou mais variaveis independentes. Qualquer relagdo entre uma
dessas fungbes e suas derivadas parciais resulta o que denominamos Equacoes
Diferenciais Parciais (EDP) [10].

De uma forma geral, a EDP pode ser expressa por:

ou ou 0*u 0'u 0*u

Fl x,,%,,..,x,,u =0
1° 290 3 3 2°°*d 3 3 PR
"ox, ox, ox] ox,0x,  oOx:

n

onde X =(x,,x,,....x,) € D, D é o dominio em R", F é uma fungdo dada e u(x,y) é

uma funcao que se quer determinar.

Das equacgbes diferenciais parciais existentes, as lineares, homogéneas e de
segunda ordem possuem grande importancia devido ao fato de que com elas é
possivel modelar diversos fenémenos fisicos.

Na busca de solugdo para uma EDP deve-se observar alguns aspectos
importantes, tais como:

(i) a existéncia de solugdes;
(ii) a unicidade de solugdes;
(iii) e a dependéncia da solug&o nos dados iniciais e /ou de contorno.

Certos problemas mais complicados, definidos em regides circulares, esféricas
e cilindricas, sdo melhor analisados se forem tratados em coordenadas polares,
esféricas ou cilindricas, pois em muitos problemas da fisica, as condicbes de
contorno sdo tais que os valores de uma fungdo (ou de sua derivada) séao

especificados em curvas ou superficies.
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O método classico para resolucao de problemas de valor de contorno é o
método de Fourier. A validade desse método depende da consideracdo de que
todas as funcdes, descritas nas condigdes de fronteira, tenham expansao em série
de Fourier, ou seja, as condigbes de fronteira sdo do tipo Sturm-Liouville, o que
permite encontrar a solugdo do problema de valor de contorno em termos de
conjuntos ortogonais de fungdes. Dependendo do tipo de sistema de coordenadas
no qual a equacao diferencial estara sendo resolvida, o problema de Sturm-Liouville
envolvera a equagao de Legendre.

O método da separagdo de variaveis € um dos métodos usado nas
investigacbes sobre ondas e vibragbes. A sua caracteristica essencial € a
substituicdo da EDP por um conjunto de equacgdes diferenciais ordinarias (EDO). A
solugdo desejada da equacgao diferencial parcial se exprime entdo como uma soma
constituida pelas solugdes das equacdes diferenciais ordinarias. Ao encontrar as
solugdes gerais das equagdes ordinarias, a solugao final sera o produto das fungdes
encontradas.

Neste artigo, propde-se resolver a equagao de Schrodinger (1), escrita em
coordenadas esféricas, para o atomo de hidrogénio, através do método de

separacao de variaveis.

2 2
—h—%i(rzaWjJr 21 a(sen@-aWjJr 212 a‘//Z +
2u | r- or or r°sen 6 060 00 r°sen "0 0¢
+V(r. 0,0 (r.0,0)=Ey(r.0,9) (1)

Segundo Schrédinger [8], “a primeira vista, esta equagao parece oferecer aos

maus meios de resolver problemas atémicos, por exemplo, a definicdo de niveis
discretos de energia no atomo de hidrogénio. Tratando-se de uma equagao
diferencial parcial, oferece uma vasta multiplicidade de solu¢gdes, uma multiplicidade
mesmo de uma maior ordem de magnitude transcendente ao sistema de solugdes
de equacdes diferenciais ordinarias da mecanica comum.”

Para a resolugéo, a fungéo w(r, 0, (p) pode ser escrita como um produto de trés
funcdes, v (r,0,90)=R(r) - ©(p)-©(0), ondeR(r) € uma fungéo que depende somente
de r e representa o movimento radial de afastamento do elétron. ®(¢) é uma fungao
que depende somente de ¢ e mostra a posigdo polar do elétron.®(6) é uma fungéo

que depende somente de® e mede a posi¢gao azimutal da trajetoria do elétron.
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Assim, para resolver a equagao de Schrddinger, € preciso encontrar as

derivadas parciais de @ em relacdo as variaveis r, ¢ e 0, dividir a equagdo por

R-®-®, multiplicar os termos da equagao resultante por »Zsen26 e, posteriormente,

simplificar a mesma. Assim obtém-se a seguinte equagéo:

n 2| serfo d(r R)+serﬂ d(

_2u R4 ¥ end- ®)+—}+V(r6,go)r serf0—Er’serf0=0 (1.1)

Em seguida, ao multiplicar todos os termos da equagéo (1.1) por—2u/7f‘z2 e

sabendo que o potencial elétrico V(r,H,(p) =— 62/47r80r, tem-se:

1] _ 2
seIfH.i(rz.R,)_FserH d ( end- @') @ 2—‘ljrzsen2 ¢ _El=0 (1.2)
R dr ® do D Argr
Agora, resolvendo por separacao de variaveis as equacoes (1.3) e (1.4)
2 2
sen"60 .i(rz ')+ sent  d —(senf- G)) Hrentol —C _El=m? (1.3)
R dr h 4rg,r
e
CD"/(D:—m2 (14)

chega-se a seguinte conclusdo: na equagdo (1.4) as raizes do polinémio
caracteristico sdo 1 =+mie m é um numero inteiro ndo negativo, que representa o
numero quantico magnético. Dessa forma, para a solugdo i=mi, OU Seja, O
movimento de giro elétron no sentido horario, sera :

O(p)=N-e™ (1.5)
sendo que D(¢) é a fungdo onda do atomo de hidrogénio, a qual contém toda a
dependéncia em fungcdo do potencial ¢, onde ¢ varia de 0 a 2m. Portanto, para
encontrar N é preciso normalizar a fungao (1.5). Deste modo, basta substituir o valor
de N=1/27,em (1.4). Assim, ® (¢)=(1/V27)-e".

Tomando a equacgao (1.2), chega-se as seguintes equagoes:

bl

h2 +EJ:I(1+I) (1.6)

dmeyr
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1 d m?
— -—|(senf-0O')— =[(l+1
Osenb d9( ) sen’0 (+1) (1.7)

Organizando e simplificando (1.6) :

1 d( ,d 2u( e I(1+1)
=12 R N GE |- R(F)=0
r? dr (F drj (r)—{hz (472’807” i j P ) (1:8)

A equacdo (1.8) é a equacado radial, cujas solugdes sao as fungbes de

Laguerre. Entao, a solugéo pode ser escrita na forma de

R,(r)=N,e"*&ELN (&)

n+l

Para a equacao (1.7) :

1 d m*
-—(senf-@')+ +I(l+1)|®=0
sen® d0( ) (sen29 ( )) (1.9)
Ao fazer as transformacdes necessarias e substituicbes, encontra-se
d 2\dO(u) m’
— 1= [(I+1)|1®m)=0 i
du[( LS }+((1_u2)+ I+ )J () (1.10)

As solugdes da equacéao (1.10), conhecidas como equagéo polar, é através dos
polinbmios associados de Legendre. As solugdes aceitaveis dessa equagéao terdo a

seguinte forma:

® ,(0)=8, sen™0-P  (u) (1.11)

Deve-se saber também que se |m|>/=0,12,..., entdo, ®,, =0. Por isso limita-
se 0 mddulo de m ao intervalo o<|u|<;, onde / = 0,1,2,... e representa o numero

quantico azimutal. Esse numero determina a forma do orbital, ou seja, determina o
momentum angular do elétron, que € ligado a sua energia cinética. A energia
cinética é relacionada com o movimento angular do elétron, entdo depende de /, mas
é limitada pela energia total do sistema, que é determinado por n.

Dessa forma, a solugdo da equagéo (1.11) sera a expressao (1.12)

®Lm(9)={(2l+l)(l_m)!}2-(l—uz)";-dlml ] dz[(u —IYLenme (142

2
4r(1 +m)! a2
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Enfim, como citou-se inicialmente, a resolugdo para o atomo de hidrogénio é
w(r,0,0)= R(r)-©(p)-©(9), isso nos leva a seguinte solugao:

wn,z,,n(r,9,¢)={(2j3~ (n—1-1) }1/2 Sy [+ o _{(zz+1)(1—m)!} .

na) 2n[(n+0) por] (m—=I1-1-p) (2l +1+ p)! p! 4l +m)!

N | —

(1—u2)%1~d‘m‘ 'L'dl[(uz_l)l]senmﬁ L gime

Sy
¥
N
=
=
5
3

RESULTADOS E DISCUSSOES

Um orbital é, essencialmente, o de estado do elétron dentro do atomo, ou seja,
€ regidao da eletrosfera onde ha maior probabilidade de estar localizado o elétron do
atomo.

Todo orbital do atomo de hidrogénio é definido por trés numeros quanticos: n, |,
m. Os dois numeros / e m vém das solu¢gdes angulares. Quando n = 1 diz-se que o
elétron esta na camada K. Para n = 2,3 4,..., diz-se que o elétron esta na camada L,
M, N, O, P ou Q. Por sua vez, cada camada é dividida em subcamadas, que
correspondem aos diferentes conjuntos de numeros quanticos / e m. Como | é
dependente do valor de n, é possivel saber para cada nivel de energia do atomo de
hidrogénio o numero e tipo de orbitais possiveis. Assim, n esta relacionado com a
dimenséo do orbital.

E possivel afirmar que para um dado nivel de energia, caracterizado pelo valor
de /, existem 2/+1 possiveis autofungdes, determinadas pelo valor de m admitido, ja
que m=-/,-(-1), ...,0, 1... 1.

No caso do atomo de hidrogénio as condi¢des —/<m</ € 0</<n-1, levama ;>
autofungdes para cada valor proprio de nivel de energia.

Nas figuras a seguir observam-se algumas fungdes v, , (6,¢)=0,,,(0).0,, (¢) €M

diagramas polares em trés dimensodes, construidos no aplicativo Maple 10, que
ilustram as afirmacgdes feitas anteriormente. O angulo 6 mede-se ao respeito do eixo
Z, por isso usa-se §=r/2-6,.

A FIGURA 2 representa o orbital do nivel um, em trés dimensdes. Assume-se o

conjunto de valores n=1, /=0 € m=0, para obter arelagédo y, 6)=./1/4x -
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Figura 2. Representacéo em trés dimensdes do orbital do nivel um do atomo de hidrogénio.

Para o conjunto de valores ,-2, /=1 € m=0, tem-se v, (9)=,/3/4x -cos6. Este

resultado esta representado pela FIGURA 3.

Figura 3. Representacdo em trés dimensdes do orbital do nivel 2 do atomo de hidrogénio, com m=0.

A FIGURA 4 apresenta o orbital do nivel 3, em trés dimensdes, sendo

Yz’o(ﬁ):%, /41(30052 9_1) a expressdo que origina os graficos, com o conjunto de
T

valores ,=3,/=2€ m=0.

Figura 4. Representacdo em trés dimensdes do orbital do nivel 3 do atomo de hidrogénio, com m=0.
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Observando as figuras acima, pode-se afirmar que, quando se resolve a
equagao de Schrodinger para o atomo de hidrogénio, obtém-se as energias para os
niveis energéticos e os orbitais atdmicos. Encontrando assim um diagrama de niveis
energéticos no interior do atomo, isto €, um atomo constitui-se de um sistema
energético quantizado.

Para validar as simulagdes realizadas, utilizou-se o software Hydrogenic Atom
Viewer v.15 [2]. As FIGURAS 5 e 6, comprovam que os resultados encontrados, a
partir da solugdo analitica da equacdo de Schrodinger, estdo de acordo com os

encontrados na literatura.

Figura 5. Representacao do orbital 3d, considerando n=3, I=2 e m=0.

Hydrogenic Atom Yiewer v1,5 ===

File View Options Samples

Stopped

Simulation Speed

Seale

hitp:fhise falstad.com

Figura 6. Representacéo do orbital 1s, considerando n=1, /=0 e m=0.
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Constata-se que o conteudo energético do atomo vai aumentando a cada
camada energética. Isso ocorre porque o elétron em determinado ponto de distancia
do nucleo comega a entrar em excitagao liberando, assim, energia. Além disso, um
elétron sé pode assumir determinados niveis de energia no atomo, aos quais
corresponde um numero quantico principal, n, n = 1, 2,...,+=~, e esta relacionado com
a dimensao da orbital, com a energia do nivel da orbital.

O numero quantico de momento angular /, I = 0, 1, 2,..., n-1 esta relacionado
com a forma da orbital, especifica o tipo de orbital. Ja, o numero quantico magnético
m, m=-,..., 0,..., +/ esta relacionado com a orientacdo das orbitais no espaco

CONCLUSOES

O atomo de hidrogénio é um sistema complexo, apesar de ser um atomo com
uma constituicdo muito simples, € um sistema tridimensional, o que obriga a
utilizacado da equagéo de Schrodinger a trés dimensdes, a energia potencial do seu
elétron varia com a posigao.

A equacdo de Schrodinger nada mais € do que uma equacgao diferencial de
segunda ordem, a qual pode ser aplicada a um sistema como o atomo de
hidrogénio, e assim, se calcular os niveis de energias correspondentes.

A equacao de Schrodinger é de facil utilizagdo para o atomo de hidrogénio,
porém, quando aumentado o numero atbmico, os métodos numéricos sdo mais
eficazes e facilitam a resolucao do problema. Essa equagdo encontra limitacoes,
pois s se aplica a particulas com velocidades baixas;

Os graficos apresentam algumas formas e posi¢gdes para o atomo de
hidrogénio, que estdo de perfeito acordo com a literatura, e para confirmar a
veracidade das respostas utilizou-se o software Hydrogenic Atom Viewer v.15. Nas
figuras pode-se entender a transigdo que o elétron faz nos orbitais e que quanto
mais longe do nucleo o elétron comega a entrar em excitagéo, ficando assim cada

vez mais rapido o que faz ocorrer a troca para outros niveis de energia.
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