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Abstract

This article is a theoretical and experimental study of the dynamics of flexible beams
coupled to an actuator of the type harmonic drive. As a main result we present a technique
that allows, from the data provided by some deflection sensors installed on the beam, to
estimate the position, the deflection and also other quantities related to the dynamics
of the system at any other point of the beam. Experimental tests were performed and
demonstrate the excellent performance of this technique.
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Resumo

Este artigo € um estudo tedrico e experimental da dinamica de uma lamina flexivel aco-
plada a um atuador do tipo harmonic drive. Como resultado principal, &€ apresentada uma
técnica que permite, a partir dos dados fornecidos por alguns sensores de deflexao ins-
talados na lamina, estimar a posicao, a deflexdo e ainda outras quantidades relacionadas
com a dinamica do sistema, em qualquer outro ponto da lamina. Testes experimentais
foram realizados e comprovam o excelente desempenho desta técnica.
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1 Introdug¢ ao

Atualmente ha um crescente interesse no controle de estruturas flexiveis, como, por
exemplo, o controle de robds com elos flexiveis. O objetivo maior & conseguir atenuar
vibracdes de forma ativa, a partir de uma lei de controle que também realize o posicio-
namento dinamico do sistema. Nestes casos, 0 sistema de controle é dito ndo colocado,
ou seja, o atuador encontra-se numa extremidade do elo flexivel e deseja-se atenuar
as vibracdes na outra extremidade livre (efetuador final), havendo, portanto, toda uma
dinamica flexivel entre o local da aplicacdo do esforco de controle e o efetuador final
[1]. A complexidade dinamica de tais sistemas flexiveis gera desafios cientificos tanto no
projeto de controle quanto na modelagem dinamica. Nos Gltimos vinte anos surgiu uma
grande quantidade de artigos abordando principalmente o controle de estruturas flexiveis
[2], [3]. Os artigos que tratam exclusivamente da modelagem dinamica sao bem mais
raros. Pereira [4] abordou nesta dissertacao alguns dos principais formalismos para mo-
delagem dinamica de manipuladores flexiveis, tendo informado que o formalismo Modal
Analitico &€ o mais utilizado na robotica flexivel.

O presente artigo apresenta uma nova contribuicao ao estudo analitico de uma estru-
tura flexivel do tipo lamina, acoplada em uma extremidade a um atuador robético e livre
na sua outra extremidade. Tomando-se como base a solucéo analitica do modelo, o for-
malismo proposto permite prever a posicao, a deflexdo angular e a for¢ca de cisalhamento
em qualquer ponto da estrutura flexivel do tipo lamina. Resultados experimentais obtidos
com um manipulador robo6tico visto na Fig. 1 permitiram validar o formalismo proposto.

Figura 1: Imagem do sistema lamina-rotor usado nos experimentos.
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2 Modelo Din amico de uma L amina Flexivel

2.1 As Equacg 6es do Modelo L amina-Rotor

O manipulador robotico (ver figura 2) com um Unico elo flexivel estudado neste artigo
foi modelado, conforme grande parte da literatura [5], [6], [7], pelo seguinte sistema de
equacdes diferenciais parciais (EDP):

4 2, .
B9 1)+ 02 ) = i) (1)
2100 0 — Li ¢ 2
w(v)_r()_Tm() ()

com as seguintes condi¢coes de contorno

ow
*w OPw

onde F representa o modulo de Yung, I a inércia a secao reta da lamina, L € o compri-
mento da lamina, 7, (t) € o torque aplicado pelo motor, 6(¢) € o angulo que a linha do
modo rigido da lamina faz com uma direcao fixa de referéncia, I, € a inércia do rotor, p €
a densidade linear da lamina e w(x,t) representa a distancia da linha do modo rigido até
um ponto x da lamina no tempo t¢.

Rotor
[V'

Torque T, (

Figura 2: Representacdo geométrica do modelo lamina-atuador.

Para resolver o sistema (1), considera-se 0 mesmo como uma equacao diferencial
parcial linear (EDP) ndao-homogénea com as condi¢cdes de contorno homogéneas (3).
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Para o uso da técnica proposta neste artigo, faz-se necessario calcular as chamadas
funcdes de forma da lamina, que séo parte da solucao analitica da equacao homogénea
associada a equacao (1).

2.2 Caélculo das fun¢ 6es de forma

A EDP homogénea associada a equacao (1) é

0“w
EIT(x,t) + pﬁ(m,t) =0 (4)

com as condi¢des de contorno (3).
Supondo-se w(z,t) = X (x)T'(t), (usando-se a técnica de separacdo de variaveis [7]),
a equacao (4) implica nas equacodes seguintes

(E[) () X (2)

3

T(t) _XW(JJ) Y

onde )\ € uma constante.
Para a funcéo X (x), obtém-se o problema de auto-valores

X" —A\X =0 (5)

com as condicdes de contorno
X(0)=0, X'(0)=0, (6)
X"(L)=0, X"(L)=0. (7)

A solucao geral da equacao (5) tem a forma
X (z) = Acosh VAz + B senh V/Az + C cos V Az + D sen v Az.
Das condi¢cbes X (0) =0 e X'(0) = 0 resulta que C' = —A e D = —B. Portanto,

X () = A(cosh V' Az — cos VAz) + B(senh v Az — sen v/ Az).
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Das condi¢gbes X"(L) = 0e X" (L) = 0 resulta o sistema linear 2 x 2:

A(cosh VAL + cos VAL) + B(senh /AL + sen v/AL) = 0
A(senh VAL — sen v/AL) + B(cosh V/AL + cos vVAL) = 0

Este sistema homogéneo so6 possui solucdes nao triviais A e B se o seu determinante se

anular, isto €, se \ satisfizer a equacéao
cosh(p) cos(p) = —1. iw= VL.
Esta equacao possui infinitas raizes u, us, i3, ..., iin, ... NOota-se que

4Ai:%, i€ N.

Para cada n € N tem-se as equacoes

d*X

2 A\ X=0,

d4x

. KT

T+ Z5\,T =0,
p

cuja solucao da primeira possui a forma

X, (x) = Ap(cosh v/ \yx — cos v/ A\px) + By (senh v/ A,z — sen v/ \,x),

onde as constantes A,, e B,, sao as solucdes do sistema linear
Ap(cosh v A, L + cos v A, L) + By (senh v/ A, L 4+ sen /A, L) =0
A, (senh /A, L —sen /A, L) + B, (cosh v\, L + cos v\, L) =0

"

obtido de X/(L) =0 e X, (L) = 0. Resolvendo-se tais sistemas resulta

sen(v/A, L) — senh(v/A, L)
cos(v/A, L) + cosh(¥/\, L)

B, = A,

Usa-se A, = { pois, assim,

/OL Xi(2)X;(z) dx = 0;5,

(8)

9)

onde §,; = 0sei # jed,; =1sei= j Em outras palavras, as autofungdes X,, ficam
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ortonormais.

2.3 Solug 6es para a EDP n do-homog énea.

Procura-se solucdes para (1), com as condi¢des de contorno (3) que possuam a forma

w(z,t) = un(t)Xp(z). (10)

Observa-se que as expressodes analiticas das funcées w,,(t) séo, na pratica, impossiveis
de serem encontradas. Estas funcdes dependem das condi¢des iniciais

w(z,0) = f(r)
% = g(w)

as quais, em geral, ndo se tem acesso. Estas funcdes representam os perfis de posicao
e velocidade de todos os pontos da lamina em ¢t = 0. Além disso, as funcdes wu,(t)
dependem do torque 7,,,(t) aplicado pelo rotor do atuador e do atrito neste atuador, cujo
modelo dinamico é de dificil determinacao. A técnica apresentada neste artigo possibilita,
em (ltima analise, a recuperacdo das fungdes u,(t), para 1 < n < k a partir da leitura de
k sensores de deflexao instalados ao longo da lamina. De posse das funcdes u,, tem-se
como reconstruir os k£ primeiros modos de vibracdo da funcdo deflexdo w(x,t), isto &

k

w(z, ) =) u, (1) X (2).
n=1
Para efeitos praticos de simulacao e controle, por exemplo, apenas os primeiros mo-
dos de vibracao sao de interesse, ja que os sensores utilizados para medir o sistema tém
precisao limitada bem como os atuadores usados para controlar o sistema nao funcionam
para frequéncias acima de uma determinada faixa.

3 Resultado principal

Nesta secdo descreve-se uma técnica que permite, a partir dos dados obtidos por &
sensores de deflexdo, estimar a leitura dos % primeiros modos de vibracdo da lamina.
Observa-se que o método apresentado neste artigo se aplica a qualquer lamina flexivel
modelada por uma EDP do tipo (1).
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Segundo o modelo usado neste artigo, um sensor de deflexdo s,(t) localizado em um

ponto fixo = da lamina obteria o seguinte sinal:

salt) = S50 = 3 ) X0(w) (11)

Considere-se k sensores de deflexao s, s, ...,s,, com k > 2 situados nos pontos
x1, %9, ..., x € (0, L). Suponha-se que estes sensores foram projetados para captar ape-

nas os primeiros &£ modos naturais de vibracao da lamina. Isto pode ser facilmente imple-
mentado adaptando-se um filtro de frequéncia passa baixa nos sinais s;(t), por exemplo.
Com estas hipoteses, a partir da expansao (11), pode-se escrever

s1(t) = X7 (x1)ur (¢) + ... + X7 (1) ug(t)
so(t) = X{ (wo)uy (t) + ... + X7 (o) ug(t) (12)
sp(t) = X7 (zp)ur(t) + ... + X{ (2p)ug(t)

ja que os sensores captam apenas 0s k primeiros modos de vibracao.
Usando-se a notacdo matricial, pode-se escrever o sistema (12) de forma compacta

como
S(t) = Ad(t)
onde,
5(t) = (s1(t), 52(t), ..., s ()T,
a(t) = (ur(t), ug(t), ..., ur ()" e
A= (X]//([Kl))” Z,j € {1,2,,]{}

Como as fungdes X, (z) séo ortogonais, sempre & possivel escolher os pontos z; de

tal forma que a matriz A seja inversivel e, portanto, tem-se que
(13)

—

i(t) = A7t 5(t)

A igualdade (13) mostra como pode ser obtida a funcéo vetorial (¢) a partir dos sen-
sores 5(t). De posse das fun¢des u; pode-se estimar diversas variaveis relacionadas com
a dinamica da lamina, tais como a variacao da posicao de qualquer dos pontos da lamina,
a variacao da deflexdo em qualquer dos pontos da lamina, a forca de cizalhamento, etc...
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Abaixo explicita-se as funcdes que definem estas variaveis:

e Posicao do ponto z, da lamina no tempo ¢ :

e A forca de cisalhamento que atua no ponto =, no tempo ¢ :

0 0) = Y Xlao)u(e).

=1
e A deflexdo no ponto z, da lamina no tempo ¢ :

0*w

Gz (@0 t) = D X! (@o)ui(h).

4 Experimentos

Uma série de experimentos foram realizados com o Rob6 Flexivel construido no NuMA
(IMEF-FURG), afim de verificar a eficiéncia da técnica apresentada na secao anterior. A
figura 3 mostra um esquema do suporte experimental (robd flexivel) usado nos experi-
mentos.

Figura 3: Representacdao esquematica do sistema lamina-rotor-sensores usado nos ex-
perimentos.

Para validar as estimativas de deflexdo, usam-se os sinais de dois dos sensores de
deflexao e estima-se a deflexdao no ponto onde esta instalado o terceiro sensor. Este valor
predito a partir da técnica proposta neste artigo € comparado com o sinal experimental
proveniente do terceiro sensor. Os sensores foram projetados com strain-gauges de 350
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ohms que foram colados aos pares, em cada um dos trés pontos especificos da lamina
flexivel. Dados técnicos destes sensores podem ser encontrados em [8]. A seguir sao
apresentados os graficos relativos a validacédo experimental.

As figuras 4, 5 e 6 mostram a comparacgao entre o sinal medido pelo sensor de de-
flexdo em uma determinada posicao e o sinal simulado usando como entrada 0s outros
dois sensores. Em cada figura, o grafico de baixo € uma pequena parte do grafico de
cima e podemos observar a quase coincidéncia entre a simulacao e o sinal captado pelo
sensor. Nestas figuras, a lamina foi posta em movimento a partir de uma pancada na
extremidade livre (impulso externo).

Simulagao do sensor em x=7L/8
0.015 T T T

—— experimental
0.01 I‘ — simulado
| | |

0.005 "
0

—0.005 | e 1

-0.01 ! 1

~0.015 I I I I I I I I I
0 1

0.01 T

0.005f

-0.005

-0.01 1 1 1 1 I
52 5.4 5.6 5.8 6 6.2 6.4 6.6 6.8 7 72

tempo (s)

Figura 4. Comparacao entre a deflexdo medida pelo sensor posicionado em % e a de-
flexdo estimada.

Nas figuras 7, 8 e 9, a lamina foi posta em movimento pelo rotor, com um torque
senoidal. Também neste caso pode-se observar a quase coincidéncia entre a simulacao
e o sinal captado pelo sensor.

Nas figuras 11 e 10, a lamina foi posta em movimento com um torque em forma de
pulso. Nestas figuras, o grafico de baixo representa o pulso aplicado pelo rotor na ex-
tremidade fixa da lamina. E importante ressaltar que na figura 10, durante os primeiros
instantes, pode-se observar uma diferenca significativa entre o sinal simulado e o sinal
experimental. Isto acontece pois, com o torque aplicado, o0 sensor posicionado em % ultra-
passou o limite da sua faixa de funcionamento e saturou o sinal. Observa-se que o sinal
simulado & mais plausivel que o préprio sinal obtido pelo sensor, evidenciando como esta
técnica pode ser usada para reconstruir dados de deflexdo em locais onde a deflexao
ultrapassa a faixa de atuacao do sensor.
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Simulagao do sensor em x=L/2

T T T
—— experimental
— simulado
| | 1 B
|

-0.02-

-0.04-

-0.06 1 1 1 1 1 1 | | |
52 5.4 5.6 5.8 6 6.2 6.4 6.6 6.8 7 7.2

tempo (s)

Figura 5: Comparacéo entre a deflexdo medida pelo sensor posicionado em £ e a de-
flexdo estimada.

5 Conclus oes

Neste artigo desenvolveu-se uma técnica que permite estimar com grande precisao a
posicado, a deflexdo e a forca de cisalhamento em um ponto qualquer de uma lamina
flexivel. Para construir estas estimativas usou-se, como dados de entrada, o sinal cap-
tado por um namero finito de sensores de deflexao instalados ao longo da lamina. Esta
técnica é relativamente simples e pode ser usada, por exemplo, para fins de controle da
estrutura, ja que o projeto do controlador pode contar com a medida da posicao, da de-
flexdo e da forca de cisalhamento em quaisquer pontos da lamina, aumentando assim
consideravelmente as possibilidades de leis de controle.
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Simulagao do sensor em x=L/8
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Figura 6: Comparacdo entre a deflexdo medida pelo sensor posicionado em £ e a de-
flexdo estimada.
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x10° Simulagao do sensor em x=7L/8
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Figura 7: Comparacao entre a deflexdo medida pelo sensor posicionado em % e a de-
flexao estimada com torque senoidal.

Simulagao do sensor em x=L/2
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Figura 8: Comparacao entre a deflexdo medida pelo sensor posicionado em % e a de-
flexao estimada com torque senoidal.
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0.4

Simulacao do sensor em x=L/8
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Figura 9: Comparacao entre a deflexdo medida pelo sensor posicionado em % e a de-

flexao estimada com torque senoidal.

Figura 10: Comparacao entre a deflexdo medida pelo sensor posicionado em % e a de-
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flexdo estimada com torque inicial em forma de pulso.
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Simulagao do sensor em x=L/8

T
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Figura 11:. Comparacao entre a deflexdo medida pelo sensor posicionado em § e a de-
flexao estimada com torque inicial em forma de pulso.
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