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RESUMO
Este artigo apresenta um modelo matemético ndo linear que representa o
crescimento de um tumor de mama. Ao modelo linearizado séo realizados dois tipos
de abordagem para simular o tratamento por radioterapia: Modelo Linear quadréatico
(LQ) e uma realimentagéo de estados na forma on-off.
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MATHEMATICAL MODELING OF THE BREAST CANCER TREATMENT WITH
RADIOTHERAPY

ABSTRACT
This article presents a mathematical model non linear that represents the growth of a
breast cancer. In the linearized model applied two different approaches to simulate
the treatment for radiotherapy: Quadratic Linear Model (LQ) and an feedback control
state in the form on-off. Analyses of results show the use of the used methods.
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1-INTRODUCAO

Dentre os diversos tipos de cancer, o mais temido pelas mulheres é o de mama,
pois, a cada ano, um milhdo de novos casos de cancer de mama séo diagnosticados
em todo o mundo, e 130.000 pacientes morrem em virtude da doenca. Apesar de
sua gravidade, € uma doencga curavel, gragas aos recursos terapéuticos existentes,
mas desde que seja diagnosticada precocemente. Dentre as formas de tratamento
esti a radioterapia, que destr6i as células cancerigenas por meio de radiacdo
ionizante.

O tratamento por radioterapia é realizado com a aplicacdo de varias doses, ou
seja, o fracionamento, pois, se fosse realizado em uma Unica dose, seria mortal ao
paciente. Baseados em consideragfes radiobiologicas, os autores em [1]
apresentam varias estratégias de fracionamento. Em qualquer situacéo dada, deve-
se conseguir uma combinagdo 6tima de dose total, dose por fragdo, taxa de
dose, intervalo de tempo entre o tempo das fragdes e dos tratamentos
globais que oferecem a probabilidade mais alta de controle do tumor com a
probabilidade mais baixa de dano de tecido normal. De acordo com [1], 0s principais
tipos de protocolos de fracionamento de radioterapia externa sdo: Convencional,
Hipofracionamento, Hiperfracionamento e Acelerado. Maiores detalhes de cada

protocolo estao apresentados na Tabela 1.

TABELA 1-Principais esquemas de tratamento do cancer de mama com radioterapia

externa.
Tipo de Fracionamento Protocolo Dose/Fragéo
Convencional 5 dias por semana/ 1.8-2 Gy
1vez ao dia
Hiperfracionamento 5 dias por semana/ 1.15-1.25 Gy
2 vez ao dia
Acelerado 7 dias por semana/ 1.15-1.25 Gy
2 vez ao dia
Hipofracionamento 5 dias por semana/ 2-8Gy
1vez ao dia

A dose total terapéutica usual para o cancer de mama € de 50Gy, com 2Gy

por fracdo*. Esse valor, entretanto, pode variar de paciente para paciente,

* Dose estabelecida pela International Commission on Radiation Units and Measurements no ano de 1998.
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dependendo de parémetros clinicos e biologicos, como a extensdo do tumor e a
forma pela qual ele se manifesta [2].

Técnicas de hipofracionamento para o céncer de mama estdo sendo
desenvolvidas em varios estudos [3], [4], [5]. Em [3] foram estudados 1234 pacientes,
comparando-se, dentre eles, a aplicagéo de dois protocolos distintos, 42,5Gy em 16
fracoes e 50 Gy em 25 fragOes. Nesse estudo os pacientes reagiram melhor ao
tratamento com menor dose. Em [4] também foi realizado um estudo comparativo
para o hipofracionamento em cancer de mama. Em um grupo de 1410 pacientes,
foram comparados dois protocolos distintos: 50 Gy em 25 fragdes e 39 Gy em 13
fracbes. Seus resultados apontaram que doses maiores que 2 Gy por fragcdo
fornecem o mesmo beneficio ao paciente, acelerando o tratamento. Em [5] também
foram desenvolvidas pesquisas com hipofracionamento para o cancer de mama num

grupo de 294 pacientes, que recebeu uma dose de 40Gy em 16 fracdes.

TABELA 2-Protocolos de tratamento do cancer de mama com radioterapia.

Tipo de Tratamento Dose/Fracéo Tempo de Tratamento
I-Convencional 50Gy/25 35 dias
[I-Hipofracionamento [3] 42.5Gy/16 22 dias
llI-Hipofracionamento [5] 40Gy/16 22 dias
IV-Hipofracionamento [4] 39Gy/13 17 dias

No presente artigo um modelo matematica do crescimento de tumores proposto
por [6] é apresentado. O pardmetro do crescimento tumoral foi ajustado para
representar o cancer de mama. Duas abordagens diferentes seréo propostas para
levar o sistema ao ponto de equilibrio desejado, que, nesse caso, é o livre de tumor.
Ao modelo linearizado sera acoplado o modelo Linear Quadratico proposto por [8]
para simular o tratamento por radioterapia. Finalmente sera utilizado outro método,
controle on-off, para também simular a aplicacdo de radioterapia. Os resultados

serdo discutidos no sentido de melhorar o tratamento.

2-MATERIAL E METODOS

2.1 Modelagem Matematica do crescimento de tumores
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No modelo matematico proposto por [6] para o crescimento de tumores,
considera-se que as células normais (N) e tumorais (T) no qual uma lei de
crescimento logistico, onde células normais e células de tumor competem por
recursos disponiveis, enquanto células do sistema imunolégico (I) e células de tumor
competem de forma presa predador, com os parametros r; e b; representando as
respectivas taxas de crescimento e capacidade de sobrevivéncia. Onde
i =1identifica os parametros associados ao tumor, i=2 identifica os parametros
associados as células sadias. Os parametros a; estdo relacionados com as taxas de
matanca celular. A fonte de células imunes esta fora do sistema; logo, é razoavel
assumir uma taxa de afluéncia constante s. A presenca de células de tumor

estimula a resposta imune, representada pelo termo de crescimento ndo-linear

IT ~ .
P T onde y e psédo constantes positivas.
1+

O modelo de crescimento de tumores é representado pelo seguinte sistema néo-

linear de equag0es diferenciais ordinarias:

N =rN(1-b,N)-c,TN

T=rT(1-bT)-c,IT —c,TN
plIT
x+T

(1)

[ =s+

—¢,IT —d,l

Para o sistema (1), o ponto de equilibrio de interesse € o livre de tumor, isto é,

(1/b2,0,s/d1), pois 0 objetivo dos tratamentos € a cura do paciente. O parametro

associado ao crescimento tumoral () foi ajustado para representar um tumor de

mama que se caracteriza por apresentar uma fase clinica mais longa que a da
maioria dos outros tumores, onde o0 seu desenvolvimento se processa de forma
lenta. De acordo com [9], o tempo médio de duplicag@o celular para o cancer de
mama é de cerca de 100 dias. No modelo de crescimento de tumores (1), a taxa de
crescimento para as células tumorais (r;) foi ajustada para 1,483 para descrever o

tempo de duplicagéo celular (T,,,) de 100 dias.

pot
Na Figura 1 é apresentada a dindmica do sistema (1) para as condi¢des iniciais

[0.9;0.25;0.25]. O sistema foi simulado no software MATLAB™ e resolvido através

do Método Numérico de Runge-Kutta de ordem 4 com parédmetros descritos em [6]:
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Figura 1: Trajetérias do

mama
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sistema de crescimento de tumores representando o tumor de

Observando a Fig. 1, é possivel ver que o sistema progride naturalmente, sem

qualquer influéncia de algum controle, a populacdo de células de tumor subjuga o

sistema, enquanto a populacdo de células normais diminui rapidamente para valores

abaixo dos niveis de sobrevivéncia.

2.2 Linearizacdo do modelo de crescimento de tumores

Analisa-se o comportamento do sistema na vizinhanga do ponto de equilibrio livre

do tumor (1/b,,0,s/d,) .

Para isto mostra-se para quais parametros o ponto de

equilibrio livre de tumor é localmente estavel.

Escrevendo o sistema na forma linearizada, temos:

X = AX

(2)

Onde A é a matriz Jacobiana dada por:
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Desta forma, o sistema (1) linearizado em torno do ponto de equilibrio livre de tumor

tem a seguinte representagao:

N r,—2rb, —-c,/b, 0 IIN
c,s C
T |= 0 r-—2—-=2 0 ||T
i ' d, b, | (4)
0 sy
L dix l_

A condicdo de estabilidade € que seus autovalores sejam negativos. Resolvendo

a equacao caracteristica no ponto de equilibrio dada por det(A—41)=0 é possivel

C,S C
encontrar os autovalores: A, =r,-2rb,, 4, =r——=2-=e 4,=-d,

1 2

Portanto, o equilibrio livre de tumor é estavel desde que 4, e 1, sejam negativos, ja
que 4, ja satisfaz a condi¢éo de estabilidade.

Se 1-2b, <0, entdo 4 <0e, portanto, o sistema & estavel.

Normalizando a populagdo de células, ou seja, b, =1 consequentemente e,
portanto, A, € negativo. Por outro lado, se 4, <0, entdo tem-se

(6)

C,S

A, <0=r1 <2+,
d
1

A inequacdo (6) relaciona a taxa de crescimento das células de tumor (rl)com o]
“coeficiente de resisténcia” (c,s/d;), que mede a eficacia do sistema imune em

competir com as ceélulas de tumor. Se esse equilibrio livre de tumor é instavel, entdo,
de acordo com este modelo, nenhuma quantia de radiacdo podera eliminar o tumor

completamente.

2.3 Modelagem matematica do tratamento de cancer com radioterapia utilizando o

modelo Linear Quadrético (LQ)
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O modelo Linear quadratico proposto por [8] € um dos modelos mais aplicaveis
em modelagem matematica para o tratamento do céncer por radioterapia devido a
sua gama de aplicagbes, como na andlise da fragdo diaria de células mortas por
dose de radiacdo e a influéncia deste no controle da dindmica do sistema de
crescimento do cancer de mama. Vérios autores [10], [11], [12] vém estudando este
modelo, alguns ainda consideram outros fatores biolégicos, como, por exemplo,
repolulacgéo celular [13].

Este modelo utiliza um namero minimo de parémetros ajustaveis, podendo ser
facilmente manipulado para estudar o impacto da radiagdo em diversos tipos de
tumores, assumindo a existéncia de dois componentes fundamentais para essa

explicagdo: um linear («), proporcional a dose utilizada e outro quadratico (3),

7

proporcional ao quadrado dessa dose. A curva de sobrevida é uma funcgéo
exponencial da dose. A Figura 2 ilustra a natureza linear-quadratica da curva de

sobrevida celular, representada pela equagéao (7):

S = e—nozd—n,Bd2 (7)

onde n € o numero de fracdes, d € a dose por fragéo.

10°

Curva de Sobrevida
=
o
s
&

I .
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Figura 2-Representacao da curva de sobrevida celular de uma Gnica dose de radioterapia

Uma das aplicagdes do Modelo Linear Quadratico € no calculo da fracdo de

morte celular diaria que é descrita pela equagéo (8):

fi =58,(1-Sg) (8)
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onde f; € a fracdo de células mortas a cada dose aplicada no local de tumor, o
pardmetro a, com i=1, 2e 3 indica os trés tipos de tipos de células que serdo

atingidos apés uma aplicacdo de radioterapia as células normais, tumorais e
imunolégicas, respectivamente, e o parametro 6 é definido como o tempo de
exposicao a radiagdo.

Os parametros radiobiolégicos do modelo linear quadratico, « e B séo
baseados em dados clinicos e experimentos in vitro; eles sdo ajustaveis para tipos
especificos de tecidos normais e tumorais.

Foram adotados diferentes valores de o« e pf para simular respostas
radiobiolégicas para tecidos diferentes. Essa diferenca existe; j& que células
tumorais sdo mais sensiveis a radiacao que células sadias devido a sua alta taxa de
proliferacdo, consideramos que a sensibilidade das células tumorais € duas vezes

maior que a sensibilidade das células sadias, ou seja, € considerado que:
a,=a,=a,/2 e B,=p,=0512.

2.3 Estratégia de controle do tipo on-of para simular o tratamento por radioterapia

Nesta secdo sera apresentada a formulag@o do controle on-off de realimentacao
de estados para o sistema (1) linearizado. No controle de sistemas, o objetivo é
obter uma lei de controle que forneca as entradas de um processo, de modo que 0
sistema tenha um desempenho desejado. A agéo de controle on-off (ou Liga-Desliga)
é utilizada quando o processo permite uma oscilagao continua da variavel controlada
em torno do ponto de ajuste. A saida do controlador muda de ligada para desligada,
ou vice-e-versa, a medida que o sinal do erro passa pelo ponto de ajuste.

A lei de controle é expressa pela Equacgéo 9, onde o vetor x representa os estados.

u=-Kx 9)

O vetor K representa ganhos que séo calculados através da expressao (10)

K =R'B'P (10)

onde P é determinado pela equacéo de Riccati mostrada na Equacao 11.
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A'P + PA-PBR'B'/P+Q =0 (11)

A funcéo de custo J (Equagédo 12) relaciona através das ponderag¢des da matriz Q
e do escalar R, pesos que atribuem maior ou menor grau de predominancia nas
variaveis sob controle, ou seja, nas variaveis de estados relacionadas com a

dinamica do sistema.

100 t t
J =§£(x Qx + u'Ru)dt (12)

Este tipo de método para encontrar o ganho de realimentagcdo é conhecido como
regulador linear quadratico que é baseado na minimizacédo de um critério quadratico
associado a energia das varidveis de estado e dos sinais de controle a serem
projetados. Essa teoria foi iniciada por [7] e pode ser encontrada com mais detalhe
em [16] e [17].

A matriz A é determinada pelos coeficientes das variaveis de estados e B pelos
coeficientes das variaveis de entrada. O sistema de crescimento de tumores com

controle tem a seguinte forma:

X= Ax+Bu (13)
y =Cx

onde xeR", ue yeR" e B=[-a, -a, —-a]', a introducdo da fungdo de controle

no modelo indica que o controle, além de diminuir a populagéo de células tumorais

com coeficiente a,, também esté prejudicando o crescimento das células normais e
imunes com coeficiente a, e aa,, respectivamente. Os parametros a, (coeficientes

de resposta) estdo relacionados com a taxa de matanca celular.
3-RESULTADOS E DISCUSSOES

Os resultados estao divididos em dois grupos, no primeiro analisaremos o modelo
onde o tratamento é analisado utilizando o modelo linear quadratico. No segundo

sera representada a radioterapia utilizando controle on-off.
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(A)Modelo Linear Quadrético(LQ)
Nesta secdo aplica-se a radioterapia ao modelo matematico de crescimento de
tumores (1) acoplado ao modelo linear quadratico. O esquema de simulacdo é

mostrado na Fig. 3.
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Fig. 3 Diagrama de blocos das simulagbes numéricas com o modelo linear

quadratico e o modelo de crescimento de Tumores.

A dose de radioterapia é aplicada em fragdes por um curto periodo de tempo, que
varia em torno de 10 a 15 minutos [15]. Dessa forma, o passo temporal (h) para o
Método Numérico foi escolhido de forma a simular o periodo de aplicacdo da dose
de radioterapia. Nas simulacdes foi utilizado passo temporal de 10 minutos.

Os valores para os parametros «; e f, foram determinados por meio de

simula¢des de forma que a frag@o de células mortas sadias fosse o menor possivel,
de modo a tornar o modelo menos agressivo ao paciente, mas sem comprometer o

tratamento.

a, =0.10Gy ™, a, = o, =0.05Gy ™,
B, =0.011Gy? B, = B, = 0.0055Gy 2.
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Nas simulagdes foi analisado o tempo de tratamento e de cura visando encontrar
a melhor resposta, isto €, a que elimine o tumor, mas, ao mesmo tempo, preserve ao
maximo as células normais. Para tanto, foi adotado o critério de que a populagdo de

células normais ndo deve ser inferior a 0.44 (unidades normalizadas) do estado
considerado saudavel (1/b,).

Os resultados estdo sumarizados na Tabela Il e apresentados na Figuras 4 e 5,
gue mostram a dindmica do sistema (1) para os protocolos do tratamento do cancer

de mama apresentados na Tabela Il.

3- Resultados para as simulagdes com os dados da Tabela 2 no modelo de crescimento de

tumores acoplados ao modelo linear quadratico.

Tipo de Tratamento (Protocolo) FN FT | Tempo de Eliminagéo
I-Convencional 0.232 | 0.408 47 dias
[I-Hipofracionamento 0.308 | 0.521 38 dias
[lI-Hipofracionamento 0.291 | 0.496 38 dias
IV-Hipofracionamento 0.329 | 0.549 35 dias

FN = fracdo de células normais por dose aplicada.
FT=fracao de células tumorais por dose aplicada.
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Figura 4- Dinamica do sistema (1) com a radioterapia (Protocolo | (a) e 1l (b)) como

forma de tratamento representado pelo modelo linear quadrético.
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Figura 5-Dinamica do sistema (1) com a radioterapia (Protocolo Il (a) e IV (b)) como

forma de tratamento representado pelo modelo linear quadrético.

(B) Regulador Linear quadratico (LQR)

Nas simula¢gBes numéricas da realimentacé@o de estados, o passo temporal para a
resolucéo do sistema foi ajustado para simular tratamento com radioterapia,
adotando-se um tempo de aplicacdo de 15 a 10 min para os cinco dias Uteis
da semana. A aplicacdo do controle deu-se de modo on-off para simular o
tratamento por radioterapia.

As matrizes de ponderagédo Q e R foram escolhidas da seguinte maneira:

10 0
Q=(0 1 0| e R=[]
0 0 0,01

A matriz P € obtida resolvendo a equacao de Riccati (13) através da funcdo LQR
do software MATLAB™.
Com as matrizes P, R e B, é possivel calcular a funcéo de controle (12), que tem a

seguinte forma:

u=-0,0374(N - 1) + 0,4419(T) - 0,0093 ( I - 1,65)
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Figura 6-Trajetorias temporais do sistema de crescimento de um tumor de mama

onde o controle é aplicado por 15 minutos.
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Figura 7-Trajetorias temporais do sistema de crescimento de um tumor de mama

onde o controle é aplicado por 10 minutos.

A Figura 6 apresenta as trajetérias do sistema (1) controlado e com aplicacdo do
sinal de controle no tempo de 15 minutos; pode-se observar, entdo, que o tumor foi
eliminado em 49 dias, e que o sistema entra em equilibrio estavel livre de tumor
em 85 dias.

No caso da Figura 7, foi variado o passo temporal, tendo sido utilizados 10
minutos como periodo de aplicagdo; podemos observar que o tumor foi eliminado

em 61 dias, e que o sistema entra em equilibrio estavel livre de tumor em 98 dias.
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4-CONCLUSOES

O presente artigo trata da modelagem matemética de cancer de mama e 0 seu
tratamento com radioterapia.

Inicialmente foi mostrado que a modelagem matematica do tratamento do cancer
de mama pode ser realizada pelo acoplamento entre o0 modelo de crescimento de
tumores e o modelo linear quadratico (LQ) utilizado para descrever o efeito do
tratamento por radioterapia. Foram simulados protocolos de tratamento por
radioterapia encontrados na literatura. Destes, foram analisados a fracdo de morte
celular e o tempo de eliminagcdo do tumor. Dentre os protocolos analisados, 0s
esquemas de hipofracionamento, apesar de se mostrarem mais agressivos (fragéo
de morte celular maior para os tecidos sadios), apresentaram melhores respostas,
pois eliminam mais rapidamente o tumor.

Logo em seguida ao sistema de crescimento do tumor de mama aplicamos o
controle do tipo realimentagdo de estados na forma on-off onde o ganho do
controlador foi encontrado através do método LQR. Os resultados obtidos nas

z

simulagBes numéricas mostram que esta técnicas é bastante adequada, pois
satisfaz os requisitos de controle, isto €, o sistema converge para o ponto de
equilibrio livre de tumor. Foram testados periodos de aplicagdo de 10 e 15 minutos,
para que se pudesse simular um tratamento como o de radioterapia. Em ambos os
casos, O sistema convergiu para a cura e em tempos proximos aos da primeira
abordagem.

Em relac&o aos dois tipos de controle aplicados, a primeira abordagem (Controle
LQ) é mais agressiva como pode ser observado graficamente, principalmente para
os protocolos de hipofracionamento, j& que a fragdo de células mortas € maior por
aplicacdo de dose. O tempo de eliminacdo para ambos sdo muito préximos com
pouca diferenga no numero de dias. Para a segunda abordagem temos a
desvantagem, pois ainda néo foi possivel determinar a fragdo de células mortas.

Concluimos ainda a necessidade de pesquisas em busca de novos protocolos de
tratamento, pois atualmente, os estudos s&o realizados modificado o tamanho da
dose por fragdo. Esta dose se mantém constante até o final do tratamento apesar do
tamanho do tumor estar reduzindo com o passar do tempo, prejudicando assim

tecidos sadios.
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