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Resumo

O processo de geracdo de um modelo matematico deve ter como resultado uma simulagdo que represente o
conjunto de dados experimentais. Diversos fenomenos na natureza apresentam flutuagdes erraticas que sio
fenomenoldgicas. Um exemplo significativo é a trajetéria que desenvolve um pdlen que se movimenta na
superficie de um rio, o movimento browniano. A engenharia quimica engloba diversos itens que sdo avaliados
por processos estocasticos como otimizagdo e controle de processos, difusdo e cinética de reagdes quimicas. No
presente trabalho s3o apresentados conceitos fundamentais relacionados com equac¢des diferenciais
estocasticas, alguns exemplos classicos e um em engenharia quimica. Para gerar as trajetérias amostrais foi

usada a linguagem de programacao aberta Python, especificamente a biblioteca sdeint do PyPI.
Palavras-chave
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Abstract

The process of generating a mathematical model should present as a result a simulation, which must represent
the experimental data. Several phenomena in nature show erratic fluctuations that are phenomenological. An
expressive example is a trajectory that pollen follows on the surface of a river, the Brownian movement.
Chemical Engineering encompasses several issues that are assessed considering stochastic processes, such as
process optimization and control, diffusion, and chemical kinetics. In the present work, fundamental concepts
that are related to stochastic differential equations are exposed, as well as some classical examples and one in
Chemical Engineering. To generate the sample paths, an open-source Python-based library was used, specifically
the PyPI sdeint library. An open-source tool by Python was used, viewing to generate the sample paths, the
Python programming language, specifically the PyPI sdeint algorithm.
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1 Introducao

A natureza apresenta diversos fendOmenos que ndo seguem o determinismo. Um exemplo significativo é a
trajetéria que um pélen desenvolve na superficie de um rio. Isto foi observado por Brown e este movimento leva
seu nome, movimento browniano [1].

Os processos estocasticos aparecem em diversas situagdes da engenharia [1]: ruidos em sistemas eletrénicos,
turbuléncia, fluxo em meios porosos, sistemas presa-predador. E também na sociedade, preco de agdes no
mercado, eletrocardiograma, estoques, etc.
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Mas, o que sdo processos estocasticos? Uma definicdo simples para processos estocasticos seria um conjunto
de variaveis aleatoérias indexadas a uma variavel (geralmente a varidvel tempo). Fazendo um paralelo com o caso
deterministico, onde uma funcao f(t) toma valores bem definidos ao longo do tempo, um processo estocastico
toma valores aleatdrios ao longo do tempo [2]. O exemplo mais simples deste tipo de fendmeno é acompanhar o
numero de carros presentes em um estacionamento de supermercado. Este nimero sempre muda ao longo do
tempo.

0 termo chave stochastics in chemical engineering apresentou aproximadamente 22.600 resultados em 2020.
Por exemplo, trabalhos apresentaram estudos envolvendo processos estocasticos, avaliando reacdes e processos
difusivos [3-8]; a otimizacdo de processos [9-10]; o controle de processos [11]; e a dindmica de particulas [12].
Em cada um destes trabalhos foram aplicadas as devidas ferramentas, como solu¢do de equagdes diferenciais
estocasticas, aplicacdo de algoritmos de otimizacado e estratégias de controle.

0 objetivo deste trabalho é apresentar processos estocasticos através de exemplos, sem se aprofundar na
teoria. Para isso, sdo apresentadas trajetorias amostrais para algumas equacgdes diferenciais estocasticas (EDE)
classicas e um balango de demanda bioquimica de oxigénio. Para compreender estas equagdes, também sdo
apresentados alguns conceitos relacionados com o tema. As trajetérias em si sdo geradas usando o programa
sdeint do PyPI [13], ferramenta Python.

2 Fundamentos

As equagdes diferenciais estocasticas (EDE) fazem parte de um grupo expressivo da matemdatica que sdo os
processos estocasticos. Sobre estes processos, Tomé e Oliveira [14] apresentam uma ideia bastante interessante
relacionada com isso: “As flutuacGes erraticas ou de cardter irregular, tanto macroscépicas quanto
microscépicas, sdo espontdneas e inerentes aos fendmenos da natureza.” Portanto, é um comportamento
fenomenoldgico e ndo oriundo de erros experimentais.

Uma definicdo formal para processos estocasticos é um conjunto de varidveis aleatdrias indexadas a uma
variavel (de forma geral o tempo), que pode ser representado por {X(t), t € T}. Os valores X(t) sdo os estados, T é
o conjunto de tempos t e X é o espaco de estados [2].

Os processos estocasticos podem ser a parametros discretos ou a parametros continuos. Um exemplo
significativo de processos discretos é o percurso aleatdrio. As cadeias de Markov sdo processos em tempos
discretos [1].

Uma forma de tratar eventos discretos é por trajetorias amostrais. Aquela linha acidentada identificada com o
movimento browniano é uma trajetéria amostral. Nelson [15] aponta as seguintes observagdes sobre trajetdrias
amostrais:

1. Trajet6ria amostral é um registro de um comportamento dependente do tempo de um sistema.
2. Decomposi¢do amostral por trajetérias as utiliza como entradas de uma légica.
3. Simulagdo gera novas trajetorias amostrais a partir de parametros.

4. A andlise retira medidas de performance do sistema a partir das trajetorias.

Sao apresentadas na Fig. 1 trés trajetdrias amostrais para o movimento browniano.
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Figura 1: Trés trajetorias amostrais para o movimento browniano.

3 Equacgoes Diferenciais Estocasticas

Nesta secdo sdo apresentados exemplos de equacgdes diferenciais estocasticas conhecidas na literatura. Uma
equacdo diferencial estocastica tem, de modo geral, uma forma semelhante a seguinte equacao:

dX = Fdt+Gdw, (1)

em que X é o processo estocastico, t é o tempo e W é um ruido ou processo de Wiener, termo que carrega a
natureza aleatoéria do fendmeno no modelo. F e G sdo fun¢des que determinam a relevancia da dependéncia de X
com o tempo e com o ruido.

3.1 Equacao de Langevin

0 ponto de partida para a compreensidao das EDEs é a equagdo de Langevin. Esta equagdo gera trajetorias
amostrais para o movimento browniano, movimento que o pdélen desenvolve em uma superficie liquida. Os
fundamentos que regem este fendmeno sdo os da Fisica Fundamental, balango de for¢as e segunda Lei de
Newton. Na superficie do rio, age sobre o pdlen, considerado como particula, somente a for¢a de arraste (Fa),
dado pela Eq. (2):

F,= —6muDpv, (2)

onde F, é a forga de Stokes, u é a viscosidade do fluido, Dr é o didmetro da particula considerada esféricae v é a
velocidade da particula.

Mas, este modelo nao representa as trajetérias que estdo na Figura 1, ou seja, o que é observado
experimentalmente. Langevin acrescentou um termo, &, que considera os choques entre o pélen e as moléculas
superficiais de 4gua, de natureza estocastica, Eq. (3):

FR=—6ﬂuDPv+f=m%. 3)

Aplicando- se a segunda lei de Newton, chega-se a equacdo de Langevin, uma EDE que gera as trajetorias para
o0 movimento browniano. Observe que a equagio é composta por uma parte deterministica, —6 w u Dp v, e uma
parte estocastica, €.

Esta equagdo com algumas manipula¢des chega a forma apresentada anteriormente dX = F dt + G dW.Os
detalhes da solugdo desta equagdo podem ser encontrados em outras referéncias [2,8,9].
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3.2 Movimento browniano geométrico

0 movimento browniano geométrico é dado pela seguinte EDE:

dX =rXdt+ o XdW

’

(4)
t=0, X=X,

sendo r e y parametros do modelo e Xy é a condicdo inicial.

Este modelo também tem como objetivo precificar derivativos, é o conhecido modelo de Black-Sholes [1-2].

3.3 Processo de Ornstein-Uhlenbeck

Um modelo muito conhecido em Econometria, utilizado frequentemente para modelar a curva de juros, é o
Modelo de Vasicek [16]. Este considera que a curva de juros retorna no longo prazo um valor médio. E também
conhecido como o Processo de Ornstein-Uhlenbeck [1], e é dado pela seguinte EDE, na Eq. (5):

dX=—-0(u—X)dt+ o dW

’

(5)
t=0, X=X,

sendo 6, u e o parametros do modelo e Xy é a condigdo inicial.

Este modelo também simula taxas de cimbio e precos de commodities. O parametro u representa o equilibrio.
o € o grau de volatilidade causado por choques, 8 é a taxa pela qual estes choques se dissipam e a variavel X
reverte a média, .

3.4 Aplicacdo em Engenharia Quimica

Aqui é analisada a curva de demanda bioquimica de oxigénio (DBO) em meio aquatico. A DBO é a quantidade de
oxigénio consumida na degrada¢do da matéria organica no meio por processos bioldgicos, em miligramas por
litro. O modelo deterministico é um balanco simples (entra)- (sai) = acumula [8], ver Eq. (6):

S = KB+ S, (6)
onde B é a DBO, t é o tempo, K; é a velocidade especifica média de reagio de 12 ordem, dia-l, com variancia
o2 Kfe S1 é uma fonte ou sumidouro que possa ter eventualmente ao longo do fluxo, mg/L.

0 modelo estocastico surge ao se considerar incerteza para o parametro Ki. Os autores [8] consideraram que
pode ser representado por um ruido branco, ou seja, normalmente distribuido com variancia ¢ KZ. O modelo
estocastico pode ser representado por:

dBt = (Sl - Bt 1?1) dt + 0o Bt 1?1 dW. (7)
Os autores indicam que a equacdo de It equivalente ao modelo é dado pela Eq. (8) [8]:
dB, = (S, — B Ky + > 0> K B,) dt+0 B, Ky dW, (8)
onde B: é a DBO, K, é a velocidade especifica média da reacdo, em dial, com variancia a2 K2,

4 Meétodo

As trajetérias sdo geradas pelo algoritmo sdeint do PyPI [12]. E uma cole¢do de algoritmos numéricos para
integrar EDE por féormula de It6 e Stratonovich. que engloba: o algoritmo de Euler-Maruyama para equagdes de
It6; o algoritmo de Stratonovich-Heun para equagdes de Stratonovich; o algoritmo Runge-Kutta forte com
RoR3ler2010 de ordem 1.0 para equagoes de Ito e o algoritmo de Platen-Kloeden implicito de ordem 1.0.

Vetor, Rio Grande, vol. 30, no. 2, pp. 14-21, 2020 17



EDE na Engenharia Quimica Vianna Jr. e Oliveira

Aqui sé é usado o algoritmo de Euler-Maruyama para equag¢des de It0. As func¢des F e G da Eq. (1) sdo
identificadas e as trajetdrias sdo geradas. Com isso, é possivel simular os diversos modelos que foram citados no
presente trabalho.

0 ambiente de desenvolvimento integrado (Integrated Development Environment - IDE) usado foi a Spyder
versdao 5.0.0, que permite o desenvolvimento de scripts em Python e a utilizacdo de diversas bibliotecas
disponiveis na internet, como a sdeint do PyPI.

5 Resultados e Discussao

As trajetdrias para a Equacdo de Langevin estdo na Fig. 1, sendo F(X,t) = - X e G(X,t)=0,8. Para o movimento
browniano geométrico, ou modelo de Black-Sholes, F(X,t) =a X e G(X,t)=b X.
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a=0.8b=0.2
—— a=04b=02

0250

0.200 -
-
0.175 -
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0.150 L
0.125 -
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Figura 2: Quatro trajetdrias amostrais para o movimento browniano geométrico.

A Fig. 2 apresenta quatro trajetérias amostrais com valores diferentes de a e b, chamados de arraste (drift) e a
volatilidade, 0. Quanto maior o valor de o, maiores sdo as flutuacdes em torno da linha média. Caso este valor
fosse igual a zero - linha verde, nao ha oscilacdes, representa o modelo deterministico.

Para o processo de Ornstein-Uhlenbeck, F(X,;t) = — 8(u — X) e G(X,t)=0
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Figura 3: Trés trajetdrias amostrais para o movimento o processo de Ornstein-Uhlenbeck para 6=1, y=1,2 e 0=0;
0,1e0,3.

Para o processo de Ornstein-Uhlenbeck é desenvolvida uma andlise paramétrica para o, volatilidade. A Fig. 3
mostra o resultado da realizacdo de trés processos com volatilidades em ordem crescente. A primeira realizacdo
possui 0=0, linha azul, ndo ha flutuagdes, por isso é um processo deterministico. Depois valores crescentes de
volatilidade, linhas vermelha e verde. Onde quanto maior, maiores sdo as oscilagdes das trajetorias.

Para a DBO no cérrego, F(Byt) = (51 - B, K, +§ o? K¢ Bt) e G(B,t)= —0 B; K;.

0 termo fonte, Si, determina a concavidade da curva. Se ndo ha fonte, S1=0, a curva sempre decresce e é
cOncava para cima. Mas, se ha S1>0, a curva passa a ser concava para baixo. Para a volatilidade igual a zero, 0=0, o

e 1 55 - . . ~
modelo deterministico é regenerado. O termo 5 o2 K? B, deve ser adicionado para considerar a integra¢do por
processo de Itd.

T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000
t

Figura 4: Trés trajetérias amostrais para a DBO, S1=1, K, = 1.0, Bt(0)=0,1, 0=0; 0,1; 1.
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As simulac¢des indicam que o modelo é composto por uma contribuicdo deterministica, o primeiro termo do
lado direito, e uma contribuicdo estocastica, o segundo termo do lado direito. Por isso, é possivel gerar um
parametro auxiliar, que é o estado estacionario deterministico, Eq. (9):
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Figura 5: Trés trajetérias amostrais para a DBO, $:=1, K; = 1, 6=0,3, Bt(0)=0; 0,5; 1,0.

A Fig. 5 apresenta como o modelo responde a mudanc¢a da condigdo inicial Bt(0). O estado estacionario
calculado aqui é igual a 0,96. As trajetorias que iniciaram com valores menores que o estacionario tiveram suas
trajetérias com taxa crescente. Ja com Bt(0)=1,5, a trajetdria apresentou taxa decrescente. Aqui fica demonstrado
como o método pode ser explorado. Ao se variar os diversos parametros, é possivel concluir sobre o
comportamento do modelo.

A principio, a Eq. (7) parece ser um processo de Ornstein-Uhlenbeck, mas nido o é porque a
volatilidade é igual a — o B, K;. Na verdade, trata-se de um processo Chan-Karolyi-Longstaff-Sanders
(CKLS), que tem volatilidade igual a — o B, K; ou seja, a volatilidade é o XY dW,, onde y pode ser igual a
1/2 ou 1 [17]. No entanto, este processo também reverte a média. Contudo, os proprios autores avaliam
se alguns caminhos amostrais podem tender a valores maiores do que a média [4].

6 Conclusoes

A ampla quantidade de bibliotecas disponiveis em Python possibilita simular fendmenos complexos, como as
equacdes diferenciais estocasticas. E claro que sdo ferramentas e cabe ao usuario o conhecimento teérico do
item; contudo, ndo ha a necessidade do desenvolvimento da matematica relacionada com o método.

Aqui, a ferramenta sdeint foi aplicada na solucdo de EDEs classicas como Langevin, movimento browniano
geométrico e o processo de Ornstein-Uhlenbeck. Especificamente para a engenharia quimica, foi simulada a
demanda bioquimica de oxigénio em um cérrego que apresenta comportamento estocastico.

A ferramenta possibilita gerar diversas trajetérias amostrais ao se variar os parametros do modelo, ou seja,
permite uma avaliagdo paramétrica do mesmo. Isto permite uma compreensdo mais profunda do fenomeno
fisico, neste caso, que apresentam comportamento estocastico.
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